Etude locale des fonctions [47]

Exercice ultra-classique !

» La fonction F est naturellement définie sur R? privé de la diagonale A =
[y = x] et comme f est continue sur R, la fonction F est continue sur R?\ Aen
tant que quotient de la différence des fonctions continues

(% y) A2 x 2% £(x) etde (x,y) — y — f(y)

par la fonction linéaire (ou polynomiale)
(xy)—x—y

qui ne s’annule pas sur la diagonale A.

» Le prolongement de F a R? défini par I’énoncé est le plus naturel qui soit.
En effet, quel que soit x € R fixé,

f(X) B f(U) SN f/(x)
xX—y y—x

puisque f est dérivable sur R, ce qui prouve que

YxeR, - lim F(x,y) = F(x,x), @

condition minimale pour que F soit continue sur R?.

Il reste a prouver que ce prolongement est bien continu sur R?, c’est-a-
dire (compte tenu de ce qui précede) continu en chaque point (xo,%o) de la
diagonale A.

REMARQUE.— La propriété (1) n'indique qu’une “continuité partielle” de la fonc-
tion F, puisqu’une seule variable varie (y), 'autre variable étant fixée (x est fixée par
le quantificateur).
NB : La "continuité partielle” n’a pas de sens mathématique, c’est juste une
fagon imagée de parler.
» Premiére méthode
> Fixons xo € R, le point My = (x0, %) sur la diagonale et une tolérance
¢ > 0. Comme f est de classe ¢, il existe « > 0 tel que
Vx € [xo— a,xo + o, [(x) — f'(x0)] <e. )
> Considérons maintenant un point M = (x,y), distinct de My, tel que

MoM], < «.

On doit distinguer deux cas : ou bien M est sur la diagonale (cas M), ou bien
M n’est pas sur la diagonale (cas M,).

yo+a
yo
Yo — &

Xo — & X0 X0+ &



> Six =y, alors
[F(x,y) — F(xo,x0)| = |f'(x) — f'(x0)| < €
par (2), car [x — xo| < «.
> Six # y, alors (Thm des accroissements finis) il existe
celxeyl Clxo— oyxo+ o
tel que F(x,y) = f’(c) et par conséquent, a nouveau par (2),
[F(x,y) — F(x0,%0)| = |f'(x) — f'(x0)| < &
car |c — xo] < «.
> Dans les deux cas, on a bien
[F(x,y) — F(xo0,yo)| < e.
> On a donc démontré qu'il existait un réel « > 0 tel que
YMER? [[MoM| <a = [F(M)—F(Mo)| <,

ce qui prouve que F est continue au point My = (x0,Yo), quel que soit xp € R,
et donc que F est bien continue sur R?.
» Variante savante

> Pourx =y,

1

1
J f'(x+tly—x)) dt = J f'(x) dt = f'(x).
0 0

Pour x # y, on effectue le changement de variable affine
u=x+tly—x)=00—-t)x+ty
et on trouve

1
L f/(x—i—t(y—x)) dt = y]xﬁj f(u) du = f(‘-ﬁ_jx)

Dong, quel que soit (x,y) € R?,
1
F(x,y) = J f'(x +t(y —x)) dt.
0

Evidemment, c’est un début assez siouxx ! L'avantage est de disposer mainte-
nant d'une expression unique pour F.

> Il nous reste a vérifier les hypothéses du théoréme de continuité des in-
tégrales fonctions d'un parametre.
@ Quel que soit (x,y) € R?, la fonction

[t f'(x+ tly —x))]

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
a Quel que soit t € [0, 1], la fonction

(%, y) = f'(x +tly —x))]
est continue sur RZ, comme composée de fonctions continues.
g2 A, R “, R
y) — x+tly—x) — flx+tly—x)

@ Restreinte a un segment [—a, a], la fonction f’ est bornée (puisqu’elle est
continue), donc il existe une constante A > 0 telle que

Vtel0,1], V(xy) €l—a,a x [—a,al, [f'(x+tly—x))| <A.

€l—a,a]



@ D’apres le Théoreme de convergence dominée (version "convergence
bornée"), la fonction

0

1
F= [(x,y) »—)J ' (x+tly —x)) dt]

est continue sur tout compact de la forme [—a, a] x [—a, a].

> Comme la continuité est une propriété locale, la fonction F est continue
sur
R? = U [—a,a] x [—a,al.

a>0



