EVN de dimension finie [79]

» Comme M, (IK) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie, toutes les normes sont équivalentes sur
M (K). On peut choisir la norme produit

Ml = | max_[my|

YDA

par exemple.
D’apres la formule du produit matriciel,

mn
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On en déduit que
Yk, AR, <n TIAYL

et nous utiliserons dans la suite la majoration sui-
vante, plus grossiere mais plus simple :

VReEN, [A¥], < mlA])" 1)

REMARQUE.— Si on dispose d'une norme d’algébre sur Din (IK)
[Ch.3 - 35] (par exemple la norme subordonnée a une norme sur K™
[Ch.3 - 59]), on dispose d'une estimation plus simple encore :

VKEN, [AM|<[A[*. @)

Nous n’aurons pas besoin de faire une telle hypothese.
[79.1] Tout ce qui suit est une variation sur la série géométrigue com-
q 8 q
plexe :si|z| < 1, alors (1 + z) est inversible et
+oo
(+2)7" =) (-Nk~
k=0

On notera que le module est une norme d’algebre sur C.

» Considérons la série de matrices

D (—1)FAK
Pour tout k € N, on sait que (1)
I(=T*A ] < (lIA]l) .

Par conséquent, si ||Al|,, < '/, alors la série de
terme général positif

> l=DFAK

est convergente et la série de matrices ) (—1)<Ak
est absolument convergente et donc [8.2] convergente.
On peut donc poser

+oo

S=) (1)*A* € My (K). (3)

k=0

Nous venons de démontrer que, pour toute matrice A € Mn (K)
telle que

1
”AHOO < ;» (4)



la suite des sommes partielles
Sn=) (—1FAF ®)

convergeait vers une matrice S :

li -S =0.
Jlim s =Sl

@ Si on avait considéré une autre norme ||-|| sur Mn (K), on aurait
obtenu un résultat similaire. En effet, comme My (IK) est un espace de
dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et il existe donc
deux réels 0 < a < b tels que

VM e Mn(K), aM|, <I[IM| <DbB|IM]|,-

En particulier, si ||M|| < %, alors |M|| o, < V/n et la série

D _(F1kMmE

converge absolument pour ||-|| . et donc pour ||-|| (par équivalence des
normes).

- Le fait de remplacer une norme par une autre n’affecte pas la conver-
gence des sommes partielles, ni ne modifie la limite des sommes par-
tielles. Elle modifie cependant la condition sur A : on est passé de

Al <Vn 2 Al <%

et, si |-

était une norme d’algebre, il suffirait que
Al <1

pour que la série converge absolument.

@ On peut formuler la conclusion de maniére assez générale pour que
le résultat soit valable indépendamment de la norme choisie : si ||Al|
est assez proche de 0, alors la série de matrices y_(—1)%A¥ converge
absolument. (Cet assez est lourd de sous-entendus )

» Soit N € N.
> Par télescopage,
(In + A)Sn = In + (—1)NANH!
donc (4)
I(In + A)Sn — In|l = [(=T)NAN+T s
< (A )N
~——
<1

ce qui prouve que

lim (In +A)Sn = L.
N—+o00

> D’autre part,

[(In + A)Sn — (In + A)S ||

I(In + A)(Sn — S) || o

<y + Al IS8 — S|l
~———

Cte

donc
lim (In +A)Sn = (In +A)S
N—+o0
et, par unicité de la limite,
(In +A)S =1,. (6)

> On démontrerait de méme que



lim Sn(In+A) =1, =S(I, +A).
N—+o00
> On a ainsi prouvé que (I, + A) était inversible
(sous la condition ||A|, < T/n) et que son inverse
était la somme S.

» Pour toute matrice A € 9, (KK) assez proche (4)
de la matrice nulle, on a donc démontré que

+oo
(I+A) " =T, —A+ ) (—D*A*
k=2

ot la série du second membre est absolument conver-
gente.

D’apres I'inégalité triangulaire version sommable
[Ch.5 - 32],

“+o0 +oo
D (=DFAR < Y I=TRAR
k=2 o k=2

+oo
<) _(m]A)"
k=2

(nf|A o)
T-nfAl,
2
n 2
<—— A

etle majorant trouvé bien un O( HA||§O) lorsque [|A[|
tend vers 0.

REMARQUE.— Il est important de comprendre ici
que la variable est la matrice A tandis que l’entier
n est fixé.

On vient ici de démontrer que la fonction f est différentiable au
point Mo = Iy et que

df(In)(H) = —H.

[79.2] Considérons une matrice inversible My, une
matrice M proche de My (en un sens a préciser) et
posons

M =M, + H.

Comme M, est inversible, on peut factoriser par M.
M = Mo(In + My H).

» On sait que
IMg " Hl o, < MGl Moo )

Par conséquent, si I'accroissement H est assez petit

pour que
1

< o
© Mgl

IH] ®)

alors 1
IMG"Hl, <

et d’apres [79.1], la matrice

L, +M,'H



est inversible.

Dans ces condition,s la matrice M, en tant que
produit de matrices inversibles, est elle aussi inver-
sible.

On vient de prouver que, si la matrice H = M.— M est assez petite
au sens (8), alors la matrice M = M + H est inversible.

Cela signifie en particulier que le groupe GLn (IK) est un ouvert :
autour de chaque matrice inversible My, il existe un voisinage de ma-
trices inversibles.

» Par (7), sila matrice H tend vers 0, alors le produit
M, "H tend aussi vers la matrice nulle et par [79.1]

(In+ My 'H) 7' =1, = My 'H+ o(My 'H)
—~ My H + o(H)
donc
M~ = Mo (I, + My TH)I !
(In + Mg "H) "M
=[In — My ' H+ o(H)IM; !
=My — My "HMG ! + o(H).
» Il est clair que 'application
[H— —Mg ' HM']

est linéaire sur M1, (IK).
Ce développement limité a 'ordre 1 signifie que
la fonction f est différentiable au point My € GL,, (K)
et que
df(Mo)(H) = —My "HM, .

» Donc I'application
f=M~—M"]
est différentiable sur son ouvert de définition GL,, (IK).

[79.3] D’apres les formules de Cramer,

1
detM

VM eGLy(K), M= tC(M)

ott C(M) est la comatrice de M.

» Le dénominateur est une fonction polynomiale
des coordonnées de M :

detM = Z m] Jo(1) " Mn o(n) (9)
[SCN

et ne s’annule pas sur l'ouvert GL,, (K).

» Les n? composantes du numérateur sont les co-
facteurs, qui sont eux aussi des fonctions polyno-
miales des coordonnées de M (d’expressions ana-
logues a (9)).

» Par conséquent, la fonction f est une fonction ra-
tionnelle des coefficients de M, elle est donc de classe
% *° sur son ouvert de définition GL,, (K).



