EVN de dimension finie [3.3]

» Le polycopié est assez bancal sur la question ! Il est question d'un
espace de dimension E, d"un sous-espace F de E et tout a coup, au [3.3],
on considere les sous-espaces vectoriels d’un espace F sans savoir si la
dimension de F est finie ou pas...

Sous-espaces d'un espace de dimension finie

» Soit E, un espace vectoriel de dimension finie et F,
un sous-espace vectoriel de F. On peut alors déduire
du Théoréme de la base incompléete qu’il existe une
base

P = (e,...,er)

de F qu’on peut compléter en une base
B = (61,...,€T,€T+1,...,€d)

de E.
» On note alors comme d’habitude

* * *
€]y €5y..y€4

les formes linéaires coordonnées relatives a cette base
2, qui sont définies par la décomposition des vec-
teurs de E dans la base % :

a
VXx€EE, x=) ef(x)-ex (1)
=1
» Six € F, alors il existe des scalaires «, ..., &, tels

que
r
X = E Kk * €x
k=1

(on décompose x dans la base %r de F) et donc tels
que

X=o«j-e+--F+o-e+0-ey14+---+0-eq (2)

ce qui nous donne une décomposition du vecteur x
dans la base Z.

Comme il n’y a qu’une seule décomposition pos-
sible de x dans la base %, on déduit de la comparai-
son de (1) et de (2) que

Vr<k<d, eg(x)=0.
» Réciproquement, si
Vr<k<d, eg(x)=0

alors on déduit de (1) que
T
X = Zei(x) - ex € Vect(er,...,e;) =F
k=1

» Comme E est un espace de dimension finie, toute
forme linéaire sur E est continue et son noyau est



donc un fermé de E (image réciproque du fermé {0} C
R par une application continue).

Dans E, espace de dimension d, le sous-espace F de dimension r est
caractérisé par la donnée de (d — r) équations cartésiennes

F= [ ler(x) =0 ®)

r<k<d

Comme les e}, sont des formes linéaires sur E, le sous-espace F est donc

fermé en tant qu’intersection de fermés.

REMARQUE.— La représentation (3) d'un sous-espace ne doit pas sur-
prendre, elle est tres banale !

@ Sidim E = 2, une droite de E est un hyperplan, représenté par une
équation cartésienne :

D = [ax + by = 0]

oit (a,b) # (0,0).
@ SidimE = 3, un plan de E est un hyperplan, représenté par une
équation cartésienne :

P =[ax+by+cz =0

oit (a,b,c) # (0,0,0) et une droite est représentée par un systeme de
deux équations cartésiennes non proportionnelles :

aix+bjy+ciz=0
ax+byy+crz=0"

@ La représentation (3) n’est donc qu’une généralisation de ces répré-
sentations bien connues. Pour s'en souvenir précisément, il faut se dire
que
— ondispose de d = dim E degrés de liberté en tout
— on impose (d — 1) contraintes (les équations cartésiennes, provenant

de formes linéaires linéairement indépendantes)
— il reste donc v = d — (d — r) degrés de liberté dans F, donc

dimF =r.

Sous-espaces de dimension finie d'un espace de
dimension quelconque

On suppose maintenant que E est un espace de dimension quel-
conque, on ne peut donc plus se reposer sur la donnée d'une base de E
adaptée au sous-espace F.

REMARQUE.— Si E est un espace préhilbertien, il existe une base or-
thonormée de F (Théoreme de Gram-Schmidt), donc la projection ortho-
gonale p sur F est bien définie et comme cette projection est continue
(Théoreme de Pythagore), on en déduit que

F = Ker(Ig —p)

est un fermé de E. Cf [Chap.22 - 63] pour les détails.

[3.1] On considére une suite (U, )nen de vecteurs
situés sur la droite D = KK - €. Pour tout n € N, il
existe donc un scalaire A, € K tel que

Un = Ap - €.

(Ce scalaire est unique car € n’est pas le vecteur nul.)
> La suite de terme général

[ |

el

est convergente (quotient d’une suite convergente
[Ch3 - 21.2] par un réel strictement positif constant),
donc la suite (An )nen est bornée.

|)\n| =



D’apres le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une suite extraite (An, Jken qui converge vers
un scalaire {.

> Pourtoutk € N,
[An - e =€ el = A, — [
donc la suite (An, - €)xen converge vers { - €.

REMARQUE.— Ce résultat pouvait aussi bien étre déduit du [Ch23 -
18.3 §3].

> Comme la suite (A, - €)nen converge, sa limite

est sa seule valeur d’adhérence [Ch3 - 24.3] et donc
Iim A, -e=10-¢.
n—-+4oo

On a ainsi démontré que : pour toute suite conver-
gente d’éléments de D, la limite est encore un élé-
ment de D, c’est-a-dire : toute droite vectorielle est
une partie fermée de E.

La démonstration par récurrence sur la dimension du sous-espace F
est donc fondée.

[3.2] On suppose (HR) que tout sous-espace de E de
dimension d est fermé et on considére maintenant
un sous-espace F de dimension (d + 1).

Un vecteur ¢ # Og étant choisi dans F, il existe un
sous-espace H de F tel que

F=H®K- ¢ (4)

(version géométrique du Théoréme de la base in-
complete : la droite K - ¢ admet un supplémentaire
dans F).

Par [3.1] et (HR), les deux sous-espaces K - ¢ et
H sont des parties fermées de E. Il nous reste a en
déduire que F est une partie fermée de E.

» Par (4), chaque vecteur u € F se décompose de
maniére unique

U=v+A-¢

avecv € Het A € K. On peut donc définir une ap-
plication

N:F— IR,+
en posant
N(u) = max{[[v[[, ]Al}.
> Si N(u) =0, alors ||v|| = |A| = 0 et comme |||

sépare les points, on en déduit que v =0¢ et A = O
et donc que

u=0g + 0k - ¢ =0¢,
donc N sépare les points.

> Pour tout scalaire « € KK,

a-u=(oc-v)+(axA) - ¢
~—_—— ——
eH cK-e

et comme la décomposition de o - u dans (4) est
unique, on en déduit que

N(o - u) = max{| - v[|, [xAl}
= |af N(u)



et donc que N est positivement homogene.
> Quels que soient les vecteurs

u=v+A-e et u=v+2A"g,

on a
(u+u)=wv+v)I+A+A)-¢.
——— N——
eH cK-e

Comme ||-|| est une norme sur E
Vv < VI v < N(w) + N(w)
et que || est une norme sur K
A NN+ AT N(u) +N(u)
donc

N(u+u') =max{|[v+v'[|, A +A'|}
<N(uw) +N(u')

donc N vérifie I'inégalité triangulaire.
> Donc N est bien une norme sur F.

Cette norme consiste a considérer F comme I'espace produit
Hx (K- ¢)

et non comme la somme directe (4). Quand on y réfléchit, on se rend
compte que les deux notions sont assez voisines...

Par ailleurs, pour démontrer que N est bien une norme, on a suivi
pas a pas la démonstration [Ch23 - 3.2] — il est utile de connaitre son
cours !

» Pour démontrer que F est une partie fermée de E,
on considere une suite (U, )nen d’éléments de F et
on suppose que cette suite converge vers { € E. Il
nous faut démontrer que { € F.

> On dispose donc en fait de deux normes sur
F : la norme N qui vient d’étre définie et la norme
induite sur F par restriction de la norme ||-|| sur E.

Comme F est un espace de dimension finie, toutes
les normes sur F sont équivalentes.

En particulier, comme la suite (i )nen d’éléments
de F converge vers une limite { € E pour la norme
|I|l, alors la suite (||un || )Jnen estbornée et donc [Ch23
- 30.1] la suite (N(un)) o est bornée elle aussi.

On ne peut pas invoquer [Ch23 - 30.3] ! En effet, pour démontrer

que F est fermé, on considere une suite (un)nen d’éléments de F qui
converge vers { € E et nous devons prouver que ¢ € F.

On sait donc que ||un — || tend vers O (par définition méme) mais
a priori 'expression N(un — () n’a aucun sens parce qu’on ne sait
pas encore si L appartient bien a F (et la norme N, contrairement a ||-||,
n’est définie que sur F, pas sur E).

> Comme
VneN, Anl < N(un),

la suite (An)nen est bornée. On applique a nouveau
le Théoreme de Bolzano-Weierstrass : il existe une
suite extraite (An, Jken qui converge vers un scalaire
Ae K.

On en déduit, comme plus haut, que

An, € — A€
k—+o00



et on sait aussi que

(suite extraite d"une suite qui, par hypotheése, converge
vers {).
Par différence,

Vn, =Un, —An, e — {—A-¢.
k—+o00
Or (vn, Jxen est une suite d’éléments de H qui, par
(HR), est une partie fermée de E. Donc

{—A-ecH
et finalement

{=L—A-e)+A-e€F
—_—
cH cK-e

» On vient de prouver que F est une partie fermée
de E.

Par récurrence, on a démontré que tout sous-espace
de dimension finie de E est une partie fermée de E.



