MPSI 2 — Semaine 24

A. On consideére la matrice
2 -1
A= <3 , ) € M,(R)
et la matrice écrite par blocs

A, = <A1 021) € My (R).

A-1. Calculer A? et vérifier que la famille
(I2, A1, A7)

est liée. En déduire un polyndéme annulateur de A; qui soit uni-
taire et de degré 2.
1T =3
2 _
(s )

Af —3A; + 51 = 0,.

On vérifie que

et donc que

On déduit de cette relation de liaison que le polynome
Po = X*—3X+5

est un polynome annulateur de A .
A -2. Démontrer que la famille
(IZ) Aq )
est libre, puis que
Po =X? —3X+5

est I'unique polyndme annulateur de A; qui soit unitaire et de
degré 2.
Les matrices 1, et Ay ne sont pas proportionnelles, donc le couple

(I2,Aq)

est une famille libre.
@ Soit
Py =X? 4 aX +b,

un autre polyndme annulateur de Ay qui soit unitaire et de degré 2.
On en déduit que

A} =3A; —5I; = —aA; —bl,

et donc que
34+ a)A; — (5—Db)l; =0,.

Comme le couple (1, A1) est une famille libre, on en déduit que a = —3
et b =5, et donc que Py = Po.

A -3. Démontrer que la matrice A; est inversible et calculer
son inverse.

On déduit du polynome annulateur trouvé que
Ar(Ar =312) = =51,

donc que Ay est inversible et que

_ 3 1 171 1
A11:512—5A]:5<_3 2).



REMARQUE.— Quelle que soit la maniére de calculer A7, il faut vé-
rifier I'exactitude du résultat avant de I'encadrer...

A -4. Trouver un polynéme annulateur de 2A;, qui soit aussi
unitaire et de degré 2.

Comme Py est un polyndme annulateur de Ay, on a

1
Po <i - (2A4 )) =Po(A1) =02
donc le polyndme

omn() b

est un polynome annulateur de 2A4.
Par conséquent, le polynome

Q1 =4Qo = X* —6X +20

est un polyndme annulateur de 2Aq qui est unitaire et de degré 2.

A -5. Démontrer que

Ak 0
k _ 1 2
VkeN, A (02 ZkA‘f>'

En déduire un polynéme annulateur de A;.

L'expression de A% s’obtient par récurrence, en appliquant la formule
du cours pour calculer un produit de matrices diagonales par blocs.
@ Par combinaison linéaire, on en déduit que

P(A;) O
P(AZ):< 0 P(zfm)

pour tout polynome P € R[X].
Par conséquent, P est un polynéme annulateur de A, si, et seulement
si, P est a la fois un polynéme annulateur de Ay et un polynéme annu-

lateur de 2A,.
Comme
(PoQ1)(A2) = ((POQE))(A” (PoQS(Z/\ﬂ)
_ (Po(Al).QﬂA]) 0 )
= 0 Po(2A1).Q1(2A4)
_ (0 x Q1(Aq) 0 )
0 Po(2A1) x 0

le polynome
P =PoQ1 = X* — 9X3 4+ 43X% — 90X + 100

convient.

A -6. Démontrer que A, est inversible et calculer son inverse.

On a trouvé un polyndme annulateur de A, dont le coefficient constant
n'est pas nul. Cela prouve que A; est inversible, mais... le calcul de A5
qui s’en déduit parait... un peu... compliqué?

N’oublions pas que A, est une matrice diagonale par blocs : elle est
inversible car les blocs diagonaux sont inversibles et

Al A7l 0 1 /2A7T 0
2700 @A) 20 o AT

2 2 0 0
1 (-6 4 0 o0
10|l 0 0 1 1

0 0 -3 2



REMARQUE.— On dispose de plusieurs méthodes pour calculer I'in-
verse d’'une matrice. Il est important de les maitriser toutes pour pou-
voir choisir en toutes circonstances la méthode plus efficace.

*

B.
B-1. On consideére la matrice

A= (; }) Emz(lR).

Démontrer que A est inversible et calculer son inverse.

Pour une matrice de 91, (IR), toutes les méthodes sont bonnes et au-
cune n’est inefficace. Ma méthode préférée utilise les Formules de Cra-
mer : on met en facteur l'inverse du déterminant et on recopie d’'une
part les coefficients qui changent de signe et d’autre part les coefficients
qui changent de place.

1 /1 - 11
-1 _ o
A= 1(—2 1>_(2 —1>'

B-2. On consideére la matrice
2 1
B = ( 4 3> S mz(]R)

et la matrice écrite par blocs

B B
M = (ZB B) € M4(R).

B - 2.a. Démontrer que B est inversible et calculer son inverse.

Re-belote! On met en facteur 'inverse du déterminant et on recopie
d’une part les coefficients qui changent de signe et d’autre part les coef-
ficients qui changent de place.

13 -1
7]77
B _2<—4 z)'

B - 2.b. Calculer le produit de la matrice M par la matrice
—B" B’
<2B’ —B’ )
ou B’ € M2 (R).

En déduire que la matrice M est inversible et donner son inverse.
On applique les régles du produit matriciel par blocs.

B B\ /-B’" B’\ (BB 0

2B B)\2B” —-B’) \ 0 BB’
En choisissant B’ = B~ (ce qui est possible d’apres la question précé-
dente), on en déduit que M est inversible et que

-3 1 3 -1
1[4 -2 -4 2
216 -2 =3 1

-8 4 4 -2

B -3. On considére maintenant la matrice
C= (? j’) € M (R)

et la matrice écrite par blocs

M = <2% g) € M4 (R).



B - 3.a. Démontrer que le rang de la matrice M est au moins égal
a2

Par définition,
3 -3 3 -3
1T -1 1 -1
M=1¢ 6 3 _3
2 -2 1 -1

L'image de la matrice M est le sous-espace engendré par les colonnes
de M. Comme la premiere et la troisieme colonnes de M ne sont pas
proportionnelles, le rang de M est au moins égal a 2.

B - 3.b. Etant donnés deux matrices colonnes
X1, X2 € M2 1(R)

on construit une matrice colonne
X = (;2‘) € My (R).
2

Démontrer que MX = 0 si, et seulement si,

CX; =CXy =0.

D’apres les regles du calcul matriciel par blocs,

. CX; 4+ CX;
MX = <2CX1 + cxz>

donc MX = 0 si, et seulement si,

CX; +CXy, =0
2CX; + CX, =0

c’est-a-dire (opérations de pivot !)

CX; =CXy =0.

B - 3.c. En déduire que
dimKerM > 2

et conclure.
11 est clair que le noyau de la matrice C est la droite vectorielle dirigée

par le vecteur
1
1)

D’apres la question précédente, les colonnes

0
et (])
1

1
1
0
0

appartiennent au noyau de M et ne sont pas proportionnelles, donc la
dimension du noyau de M est au moins égale i 2.
- D’apres le Théoreme du rang, le nombre de colonnes (= la dimension
de 'espace de départ) est égale i la somme de la dimension du noyau et
du rang.
Donc

rgM =dimKerM = 2.



C-1. On considere ici la matrice

1 -1 3
A=(2 2 2| eMs(R)
1 2 0

ainsi que la matrice écrite par blocs

M = (?) S mg‘_g(R).
3

C-1.a. En effectuant des opérations de pivot sur les colonnes,
démontrer que la matrice M est équivalente a une matrice de la
forme

[N O
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ O
¥ K K ¥ ¥ O

puis qu’elle est équivalente a une matrice de la forme

* ¥ ¥ X *x O
* ¥ ¥ O O O

©C O = =N =

On effectue dans un premier temps les opérations
Co—Co+Cqy et C3 C3—3C

pour faire apparaitre les 0 sur la premiere ligne. On obtient alors la
matrice suivante.

1 0 0
2 4 —4
1 3 -3
1 1 =3
01 0
0 0 1
On effectue ensuite I'opération
C3C3+C,
et on obtient la matrice suivante.
1 0 0
2 4 0
1 3 0
11 =2
0 1 1
0 0

C - 1.b. Démontrer sans aucun calcul supplémentaire qu'il existe une
matrice inversible Q € GL3(RR) telle que

100
AQ=(2 4 0
130

Calculer le produit MQ et identifier cette matrice Q.

D’apres le Cours, effectuer des opérations de pivot sur les colonnes de
A (resp. de M) revient a multiplier la matrice A (resp. la matrice M) a
droite par une matrice inversible Q.



D’apres les régles du produit par blocs,
AQ AQ
M = =
¢ <Is Q> ( Q >

-2

donc
1 1
Q=10 1
0 0
C-1.c. Onnote V;, V; et V3, les colonnes de la matrice Q. Véri-
fier que AV3 = 0 et que le couple

(AVi,AV,)

est une base de 'image de A. De quel théoreme célebre peut-on
rapprocher ces propriétés ?
D’apres les régles du calcul par blocs (encore !),

AQ = (AVi AVy AV3).

Les trois colonnes appartiennent i 'image de A ; les deux premieres ne
sont pas proportionnelles et donc linéairement indépendantes ; la troi-
sieme est nulle, donc les colonnes AV; et AV, forment une famille libre
et génératrice de Im A et AV3 = 0.

On retrouve ainsi le théoréme du rang : le nombre de colonnes de A (=
le nombre de colonnes de Q) est égal a la somme du rang de A et de la
dimension du noyau de A.

C-2. On étudie maintenant la matrice

1T -1 2
B=([2 2 3
1T 2 1

D’apres le Cours, la connaissance d’un polyndéme annulateur de
B permet de prouver que B est inversible et de calculer I'inverse
de B.

Dans un premier temps, on prouve que B est inversible avec l'al-
gorithme du pivot. On verra ensuite qu'un polynéme annulateur
de B n’est pas simple a calculer et que le calcul de B~ par ce biais
serait sans doute plus compliqué que par I’algorithme du pivot.
C -2.a. Par des opérations de pivot sur les colonnes, démontrer
que la matrice

M = (F) € Mo 3(R)
3

est équivalente a une matrice de la forme

1 00
2 % %
1 x %
1T % %
0 * =
0 * =
puis a une matrice de la forme
10 0
0 0 -1
* k k
* % %
* * *
% % *
et enfin 4 une matrice de la forme
1 0 0
0o 0 -1
0o -1 0
* *
* *
* *



On effectue d’abord les opérations
Co—Cr+Cy et C3 C3—2Cy
pour obtenir
—1

-2

O - - N =
o — = W K~ O
|
—_

0

On effectue ensuite les opérations

C1Cy1+2C3 et Cyp« Cy+14Cs

pour obtenir
T 0 0
0 0 -1
-1 -1 -1
-3 -7 =2
o 1 0
2 4 1

Enfin, avec les opérations
Ci+—Ci—Cy et C3+C3—0Cy

on arrive d

1 0 0
0 0 -—I
0 -1 0
4 -7 -5

—1 1 -

2 4 -3

C - 2.b. En interprétant ces opérations de pivot par un produit
matriciel, démontrer que la matrice B est inversible et donner son
inverse.

En effectuant des opérations de pivot supplémentaires sur les colonnes
(permutation des colonnes C, et Cs, puis changement de signe de ces
deux colonnes), on établit enfin que la matrice M est équivalente a la
matrice

1 0 0
0 1 0
0 0 1
4 =5 7
-1 1 =1
-2 3 —4

En effectuant des opérations de pivot sur les colonnes de M, on a mul-
tiplié M a droite par une certaine matrice inversible Q € GL3(R).
D’apres les regles du calcul matriciel par blocs, on a obtenu

BQ I;
M = =
¢ (Is Q) (Q>
ce qui prouve que B est inversible, d’inverse

4 -5 7

Q=|-1 1 =1
—2 3 -4

11 1
B2=1[9 8 13].
6 5 9

C - 2.c. Vérifier que



En déduire que la famille
(E1,BE1, B*Es)

est libre, ot1 E; est le premier vecteur de la base canonique.

Quelle que soit la matrice M, le vecteur ME; est la premiére colonne
de M. Vérifier que la famille

(E1,BE1, B%Eq)
est libre revient a s’assurer que le rang de la matrice
T 11
02 9
01 6

est égal a 3. Comme les opérations de pivot conservent le rang, il s’agit
en fait de vérifier que le rang de la matrice

100
0 2 9
01 6

est égal a 3, ce qui est évident :

— les deux derniéres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang
est au moins égal a 2;

— la premiere colonne n’est pas engendrée par les deux derniéres, donc
le rang est au moins égal a 3 ;

— il y a trois colonnes, donc le rang est au plus égal a 3.

C - 2.d. En déduire qu’il n’existe pas de polyndme annulateur de
B dont le degré soit égal a 2.

Si P = aX? + bX + c est un polynome annulateur de B avec a # 0
(degré égal a 2), alors

a-B*+b-B+c-13=0;
et en particulier
a-B%E; +b-BE; +c-Ey =0.
Or (Eq,BE;,B2E;) est une famille libre, donc il faudrait
(a,b,c) =(0,0,0)

ce qui est contradictoire.

Donc il n’existe pas de polyndme annulateur de B dont le degré soit égal
a2.

REMARQUE.— Le Cours de Spé (Théoréeme de Cayley-Hamilton) per-
met de calculer un polyndme annulateur de B :

X? —4X = X+1
ce qui prouve que B est inversible et que son inverse est donné par

B~ = -B%+4B + 5.

*
D. On consideére la matrice

1 2 -1

A=1|2 4 =2

1 2 -1

D-1. Calculer trois réels a, b et c tels que

1
A=12|(a b ¢
1



puis exprimer AZ en fonction de A.
D’apres la formule du produit matriciel,

Cx(a b ¢)j=(a-C b-C ¢-C)

donca=1,b=2etc=-—1.

On en déduit que
1 1
Ar=(2](1 2 =20 2 —1)=4A.
1 1

D-2. On suppose que AX = X. En multipliant par A, en dé-
duire que AX = 0, puis que X = 0. Que peut-on en conclure sur
la matrice

B=A—-1I3 ?

Si AX = X, alors A2X = AX. Or A? = 4A, donc 4AX = AX, donc
AX =0.0r X =AX, donc X =0.

On vient de démontrer que : si BX = 0, alors X = 0. Comme B est une
matrice carrée, cela prouve que B est inversible.

D -3. Exprimer B en fonction de A et de I3. En déduire une
expression de B? en fonction de B et de I3, puis une expression
de B! en fonction de B et 5.

Comme A et 13 commutent, on peut appliquer la formule du bindme :
B*=(A—-13)° =A?—2A+ 13 =2A + ;.
On en déduit que
BZ —2B = (2A +13) — 2(A —I3) = 313,

c’est-a-dire
B2 = 2B +3I;.
On en déduit que

1
—-B(B—-2I3) =1
3 ( 3)=13

et donc que B est inversible (ce qu’on savait déja) et que

1

B™' = -(B—2I3).
3( 3)
*
E. On consideére les matrices
1 2 1 1 0 0
Uu=10 1 -1 et L=(1 1 0
0 0 1 -1 2 1

E-1. Démontrer (sans calcul!) que L et U sont inversibles et
calculer leurs inverses.
Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, ses coeffi-

cients diagonaux sont tous différents de 0, donc L et U sont inversibles.
D’apres les cours, U~ et L~ sont respectivement de la forme

1 % % 1 0 0
0 1 = et x 1 0
0 0 1 * % 1

donc le calcul explicite de ces deux matrices est treés rapide. On trouve

1 -2 -3 1 0 0
u'l=(o 1 1 et L '=[=-1 1 0
0 0 1 3 -2 1



E-2. Calculer les matrices A = LU et B = UL. Démontrer
(sans calcul!) qu’elles sont inversibles et calculer leurs inverses.

Un produit PQ de deux matrices inversibles est encore une matrice in-

versible et de plus

(PQ)"
Donc les matrices
1 2 1
A=[1 3 0
-1 0 =2

sont inversibles et de plus

A—] _ u—]L—1 _

B '=L"Tu"'

_ Q—]P—l .
2 4 1
et B=12 -1 -1
-1 2 1
6 4 -3
2 -1 1,
3 =2 1



