Intégrales - mai 2020

Les questions indexées par des numéros différents sont
indépendantes.

1.

On suppose que

flt) = olli2).

t—+o0

La fonction f est

1 intégrable au voisinage de 400
0 intégrable sur [1, +oo[

[ intégrable sur ]0, +oo[

v Aucune de ces réponses

On ne sait pas si la fonction f est continue par mor-
ceaux...

Cela dit, l'ordre de grandeur est compatible avec I'inté-
grabilité au voisinage de +oo.

2.

On calcule l'intégrale

+o00 )
J et dt
—00

0 par intégration par parties

0 par changement de variable

v d’une autre maniere

[ Je ne sais pas la calculer

0 Elle n’existe pas, car la fonction n’est pas inté-

grable

L’intégrande est une fonction continue sur R.
Comme

t.%eftZ _ (tse—tz/z) .e—tz/z = o(e*tz/Z)
0

t—foo

et que la fonction
{t et/ 2}

est intégrable au voisinage de 4-oo et au voisinage de
—oo, l'intégrande est bien une fonction intégrable sur RR.
Comme il s’agit d’une fonction impaire et que 'intervalle
|—o00, +ool est symétrique, I'intégrale est nulle.

Sion cherche les primitives de cette fonctions, la meilleure
méthode consiste a changer de variable (w = t*) avant
d’intégrer par parties. On trouve

J’tseitz dt = M eitz



3.

La fonction définie par
VteR, f(t)=exp(—cost)

est intégrable sur l'intervalle

v [0,1]

v [-m,n

O [0, 4o00[

La fonction f est continue sur R, donc intégrable sur
chaque segment (et méme sur chaque intervalle borné).

Comme elle est périodique et qu’elle n’est pas identique-
ment nulle, elle n’est pas intégrable au voisinage de +oo.

4.
La fonction définie par
T o
— -1/t
f(t) = t—ze

est intégrable sur

v 10,1]

v [1,+oo[

v 10, +oof

A Aucun de ces intervalles.

La fonction f est continue sur 10, +ool.
Par composition de limites,

1 1
flt)= e /v .— ~ —
( ) e\v-/ t2 to+oo t2
1
t— o0

donc f est intégrable au voisinage de +oo.
Par croissances comparées et composition de limites,

—1
f(t) = exp(T —2€nt) Y 0
\W—/

— 00
t—0
donc f est intégrable au voisinage de 0.
La fonction f est donc intégrable sur 10, +4o0[ ainsi que
sur chaque sous-intervalle de 10, +ool.



On calcule ses primitives

[d enintégrant par parties
v avec le changement de variable u = 1/
0 avec le changement de variable u = 1/;2

[ Aucune idée!

La fonction est égale a
@'(t) - e?

avec @(t) = 4.

Une de ses primitives est donc
explo(t)] =e '/t

et les autres s’en déduisent par I'addition d’une constante

sur chaque intervalle (une constante sur ]—oo, 0[, une
constante sur 10, +oo|).

5.

La fonction f définie par

f(t) = sint

est intégrable sur l'intervalle
v 10,7

Q [m, +oof

O [0, 4o00[

4 Aucun de ces intervalles

La fonction f est continue sur 10,+o0[ et tend vers une
limite finie (égale a 1) au voisinage de 0. Elle est donc
intégrable sur tout segment

[a,b] C 10, +o0]
mais aussi sur tout intervalle
10, A] C 10, +ool.

En revanche, cette fonction n’est pas intégrable au voisi-
nage de +oo.

La démonstration de cette propriété n’est pas simple.
On peut également démontrer que l'intégrale généralisée

—dt

J*OO sint
0 t

est convergente, ce qui fait que cette fonction est un exemple
de référence (qui doit donc étre parfaitement connu).



On calcule les primitives de f
[d enintégrant par parties

0 en changeant de variable
[ d’une autre maniere

v On ne sait pas les calculer.

Cette fonction est aussi un exemple de référence dans la
famille des fonctions continues dont les primitives ne peu-
vent pas s’exprimer a 'aide des fonctions usuelles.

En tant que fonction continue sur l'intervalle ]0, +ool,
la fonction f admet des primitives : c’est une conséquence
du Théoreme fondamental.

Mais le Théoréeme fondamental nous dit seulement que
les primitives de f peuvent s’exprimer a l'aide d'une in-
tégrale, il ne nous dit pas si ces intégrales peuvent s’ex-
primer a I'aide des fonctions usuelles.

Ce dernier probléme est résolu par un théoréeme attribué i
Liouville, vous trouverez des détails a I'endroit habituel.

Wikipédia

Théoreme_de_Liouville_(algebre_différentielle)

6.

La fonction f définie par

f(t) = cos 3t.e %t

est intégrable sur l'intervalle
v [0,7]

v [r, +oof

v [0,+00[

A Aucun de ces intervalles

La fonction f est continue sur IR, donc elle est intégrable
sur tout segment

[a,b] C ]—o0,+ool.

De plus,
flt) = Ofe?)
t—+oo
et la fonction [t — e est intégrable au voisinage de
+oo, donc f est intégrable au voisinage de +oo et par
conséquent, intégrable sur tout intervalle de la forme

—Zt]

l[a,+oo[ ou Ja,4oof

avec a € R.



La fonction f n'est pas intégrable au voisinage de —oo et
si cette propriété est facile a deviner, elle n’est pas immé-
diate a démontrer.

En calculant les primitives de f, on constate en effet que

JO f(t) dt

X

n’a pas de limite lorsque x tend vers —oo, ce qui prouve
que l'intégrale généralisée

Jooo ft) dt

diverge et en particulier que f n’est pas intégrable au voi-
sinage de —oo.

On calcule les primitives de f

v enintégrant par parties

0 en changeant de variable

v d’une autre maniere

[ On ne sait pas les calculer.

Pour calculer les primitives de f, on a le choix entre une
double intégration par parties ou un détour par les com-

plexes (sans intégration par parties ni changement de va-
riable) puisque

f(t) = Re[e 23V,

Le choix de la méthode est avant tout une affaire de goiit
(j’ai une préférence pour le calcul avec les complexes).
On trouve

J'f(t) dt = 3sin 3t 1—32cos3t o2t

(le signe = rappelant qu'il s’agit d"une égalité a une cons-
tante additive pres).



7.

La fonction f définie par
f(t) = t2e t

est intégrable sur l'intervalle

v 10, +o00[

v [1,+oo[

d ]—oo, +oof

[d Aucun de ces intervalles

La fonction f est continue sur RR.

Elle tend vers 4+o00 au voisinage de —oo, donc elle n’est

pas intégrable au voisinage de —oo.
Au voisinage de oo, par croissances comparées,

f(t) =exp(2tnt+t—t>) - exp(—t)
——00

= o(e_t)
t—+o0

donc f est bien intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur tout segment

[a,b] C R
ainsi que sur tout intervalle
la,+oo[ ou [a,+oof

avec a € R.
On calcule les primitives de f

J enintégrant par parties

v avec le changement de variable u = t3
0 avec le changement de variable u = t?
[ d’une autre maniere

d On ne sait pas les calculer.

On doit voir que

flt) = 5= @(t) - explo(t)]
avec @(t) = —t3. Les primitives de f sont donc égales a
% exp(—t3)

a une constante additive pres.



8.

La fonction f définie par
_ sint
1+sin’t

f(t)

est intégrable sur l'intervalle

v [0,7]

v [—mn

Q ]—oo, +oof

[ Aucun de ces intervalles

La fonction f est continue sur IR, donc elle est intégrable

sur tout segment
[a,b] C R.

Elle est périodique et non identiquement nulle, donc elle
n’est pas intégrable au voisinage de +oco.

On calcule I'intégrale

Jﬂ St g
—n 1 +sin“t
avec le changement de variable

u=sint

u=cost

u=tant

On la calcule sans changer de variable, voyons'!

[ NG S i W

On ne la calcule pas, elle n’est pas définie...

La fonction est intégrable et impaire sur un intervalle sy-
métrique, donc l'intégrale est nulle.

Attention, si la fonction n’était pas intégrable, on ne pour-
rait pas conclure a la nullité de l'intégrale. Par exemple,
l'intégrale
+oo :
sint
J T &t
—o0 1 +sin”t

n’est pas nulle, elle n’a pas de valeur !



9.

Soit f, une fonction continue de ]0, +oo[ dans R.

On suppose que

pour t voisin de 0 et pour t voisin de +o0.

La fonction f est alors intégrable

[ au voisinage de 0, mais pas au voisinage de +oo
ni au voisinage de 0, ni au voisinage de +oco

au voisinage de +o00, mais pas au voisinage de 0

sur ]0, +ool

000N

C’est plus compliqué...

La fonction [t — 1/] n’est intégrable ni au voisinage de
0, ni au voisinage de +oo.

D’apres le théoréme de comparaison par équivalence, Ia
fonction f n’est intégrable ni au voisinage de 0, ni au
voisinage de +oo.

On suppose que
f(t) = o(1/)
pour t voisin de 0 et pour t voisin de +o0.
La fonction f est alors intégrable
0 Au voisinage de 0, mais pas au voisinage de +oo
d Ni au voisinage de 0, ni au voisinage de +oo

d Au voisinage de +o00, mais pas au voisinage de
0

a sur]0, +ool

v C’est plus compliqué...

Contrairement au théoréme de comparaison par ~ appli-
qué a la question précédente, le théoréme de comparaison
par o ou par O ne permet pas de conclure lorsque la fonc-
tion de référence n’est pas intégrable.



10.

La fonction f définie par

_ tant
" 1+4cos?t

f(t)

est intégrable sur l'intervalle
v [0,1]

a ]0, 7l

v [-1,1]

4 Aucun de ces intervalles

- Lq fonction tan, et donc la fonction f, est continue sur
l'intervalle ouvert

[ ==/, 7]
donc f est intégrable sur chaque segment
[a) b} C }_7{/2) ”/2[ .

@ Elle n’est pas intégrable sur 10, 7|, car elle tend vers
+o0 au voisinage de /> et n’est donc méme pas continue
par morceaux sur cet intervalle.

Pour calculer

r f(t) dt,

0

j'effectue le changement de variable
u=sint
u=cost
u=tant

un autre changement de variable

(EEREE AN &

Non, je m’y prends autrement.

On peut aussi bien écrire
sint

cost (1 + cos? t)
—@'(t)

e(t) - (1+[o(t)]?)

et poser w = @(t) = cost qu’écrire

f(t) =

tant tant 1
f(t) = 1 1 = 2 2
+ TTenTt 2+tan“t 1+ tant
P(t) /
= = t
e v

et poser v =1(t) = tant.

Le deuxiéme changement de variable donne le résultat un
peu plus rapidement et permet d’éviter une décomposi-
tion en éléments simples.

On obtient

1 1 14 cos?t
! 24) — _pp 5 b
n(2+tan“t) = = {n o

Jf(t) dt =



Pour calculer
1
J f(t) dt,
-

1 jeffectue le méme changement de variable
v jem’y prends autrement
Une fois encore, on intégre une fonction continue et im-

paire sur un segment symétrique, donc l'intégrale est nulle :
inutile de calculer une primitive !

11.

La fonction f définie par

f(t) = g — Arctant

est intégrable sur l'intervalle

v [0,1]

a [0, 4o00[

v [-1,1]

d Aucun de ces intervalles

@ La fonction f est continue sur R, donc intégrable sur

chaque segment
[a,b] C R.

@ On doit connaitre la relation trigonométrique :
Vt>0, f(t)=Arctanl/

qui nous donne
flt) ~

t—+o00

et qui prouve donc que f n’est pas intégrable au voisinage
de +oo.

Pour calculer

Jb f(t) dt

a
lorsque cette intégrale est définie,
v j’intégre par parties
0 je change de variable

v jem’y prends autrement

a Sur un segment quelconque, on intégre par parties
pour trouver

1
JArctant dt =t Arctant — 7 in(1 +t2).

@ Sur un segment symétrique par rapport a l'origine, il
est inutile de calculer une primitive :

J f(t)dt = (Za)g —J Arctantdt = am

puisque la fonction Arctan est intégrable sur [—a, a] et
impaire.



