MPSI 2 — Semaine 27

@ [y a plusieurs manieres de calculer un déterminant.

— Le calcul du déterminant de A € M, (IK) se calcule par un "produit
en croix”.

— Le calcul du déterminant de A € I3 (IK) peut se calculer par la régle
de Sarrus (mais ce serait une erreur d’appliquer systématiquement
cette formule).

— Pour une matrice triangulaire (éventuellement diagonale), le déter-
minant est égal au produit des coefficients diagonaux.

— Pour une matrice triangulaire par blocs (éventuellement diagonale
par blocs), le déterminant est égal au produit des déterminants des
blocs diagonaux.

— Pour une matrice quelconque A € My (K), on peut développer par
la i-éme ligne :

n
detA = Z Qaij X Ci,j (1 leé)
j=1

ou par la j-éme colonne

n
detA = Z Qij X Cij (j fixé)

i=1

oit le facteur ay j est le coefficient de A situé a l'intersection de la
i-éme et de la j-eme colonne et le cofacteur c; j est défini par

Cij = (—1 )i+j -det Ai,j»
le mineur det Ay j étant le déterminant de la matrice
Aij € Mn1(K)

obtenue en supprimant la i-eme et la j-eme colonne de A.
NB : ces formules développées sont particulierement intéressantes
lorsque le nombre de facteurs a; ; non nuls est petit devant n.

— Enfin, la formule

detA = Z (o) - A1,0(1) " Gn,o(n)

xeGn

n'a qu'un intérét théorique, elle ne doit pas étre employée dans les
calculs numériques.
a- ]| faut connaitre les effets des opérations de pivot sur la valeur du
déterminant.
— Les opérations

LiHLi—FaL]’ ou CiHCi+aC]~

ne modifient pas le déterminant.
— L’échange de deux lignes ou de deux colonnes

Li(—>L]‘ Ci(—)Cj

change le signe du déterminant.

— Le déterminant est linéaire par rapport a chaque ligne de la matrice
et par rapport a chaque colonne de la matrice, ce qui permet parfois
de I'écrire sous forme factorisée.

A. On veut calculer le déterminant de la matrice
2 1 4
A=1[3 2 1
1 -1 2

A -1. Que donne la regle de Sarrus ?



D’apres la regle de Sarrus,

detA=8+3+14+2+2-6=10.

A -2.a. Est-il envisageable de re-calculer ce déterminant en dé-
veloppant par une ligne ou par une colonne ?

Oui, mais ce serait long...

11 serait plus raisonnable d’effectuer des opérations de pivot pour se ra-
mener au déterminant d'une matrice plus simple.

Le meilleur choix consiste a retenir un coefficient égal a £1, a effectuer
des opérations de la forme

Li—Li+aly ou Ci« Ci+a.C

(qui conservent le déterminant) pour se ramener au déterminant d’une
matrice de 9, (R).

A - 2.b. Vérifier que

detA =

o 1 ©
— W o
—_

et conclure.
Les opérations

Ci«—Ci4+2C3 et Cr—Cyr+0Cs

conservent le déterminant.
En factorisant la premiere colonne par 5 et en développant par la pre-
miere ligne, on en déduit que

1 3

detA =5 x (—=1)"3.(=1). ‘1 ’

-

REMARQUE.— L'avantage de la seconde méthode est qu’elle s’applique
aux matrices carrées de toute taille (alors que la régle de Sarrus ne s’ap-
plique que dans M3 (IK)) et au fondement du calcul par récurrence des
déterminants dans M, (IK).

*
B. Calculer, aussi rapidement que possible, le déterminant
suivant.
0 1 00
0 3 10
-2 1 5 2
T -1 41

Il n’y a qu’un seul coefficient non nul sur la premiere ligne, donc il est
intéressant de développer par la premiere ligne pour se ramener a un
déterminant plus simple.

=Ix(=)"*?x|-2 5 2
-2 1 52 4]
T =1 4 1

A nouveau, on ne trouve qu’un seul coefficient non nul sur la premiere
ligne et on développe par la premieére ligne.

0 1 0
205 2| = 1x (=12« _]2 ﬂ
1T 41
On en déduit que

0 1 00

0 3 1 0

5 1 5 2 =(-1)x(-1)x(-2—-2)=—4.

T =1 41



*

C. Calculer le déterminant de la matrice

1 2 3
A=(1T =2 1
2 -1 -1

avec la regle de Sarrus et sans la regle de Sarrus.
@ La regle de Sarrus nous dit que

detA=2+3+4—-124+1+2=0.

- Avant de développer, on effectue quelques opérations de pivot pour
simplifier 'expression de la matrice. Le plus simple est de s’appuyer
sur un coefficient unitaire (par exemple ay 1 = 1) pour effectuer les
opérations de pivot : avec (par exemple)

Lh—1L,—1L7 et L3 L3—20,

on obtient
1 2 =3
detA=|0 —4 4
0 -5 5

Comme les deux derniéres lignes sont proportionnelles, la matrice n’est
pas inversible, donc son déterminant est nul.

*
D. Calculer le déterminant de la matrice
2 4
A=|3 -2 -2
3 6 -5

avec la regle de Sarrus et sans la regle de Sarrus.
a- La reégle de Sarrus nous dit que

detA =20—-18 —24 — 6+ 60 + 24 = 56.

- On s’appuie sur le coefficient aq 3 = —1 pour que les opérations de
pivot soient aussi simples que possible. Avec les opérations

C1Cy1+2C3 et Cyp« Cy+14Cs

on obtient
o 0 -1 0 0 1
detA=|-1 —10 —2{=(—1)*{1 10 2
—7 —14 -5 7 14 5

et on développe par la premieére ligne

0 0 1

110 2| =1x (—1)"+3 x ‘17 }2’

7 14 5
avant de factoriser la derniere ligne par 7

1 10 1 10

‘7 14’:7>< ‘] 2‘:7>< (-8).

On retrouve bien det A = 56.
*

E. Calculer le déterminant de la matrice

2 4 1
A=|-3 6 —6].
3 6 2



On commence par factoriser la deuxieme ligne par 3, puis la deuxieme
colonne par 2 (plus les coefficients sont petits, plus les calculs seront
faciles).

2 4 1 2 4 1
detA=|-3 6 —-6/=3x|-1 2 =2
3 6 2 3 6 2
2 4 1 2 2 1
=3x|-1 2 =2|=3x2x|—-1 1 =2
3 6 2 3 3 2

On effectue les opérations de pivot habituelles pour éliminer autant de
coefficients que possible sur une méme ligne ou sur une méme colonne.
On choisit ici de s’appuyer sur le coefficient a, , = 1 pour effectuer les
opérations de pivot

Ci«—Ci+Cy et C3 C3+4+2C,

ce qui nous donne

detA =6 x

O B
w — N
o © Ul

On développe par la deuxieme ligne.

4 25 .
detA=6x|0 1 0:6><1><(—1)2+2><‘6 8‘
6 3 8

On factorise encore une fois avant de calculer le produit en croix (afin
de conserver les entiers les plus petits possible).

4 5
6 8

25

detA =6 x 3 8

’—6><2><

‘_12><(1615)_12

@ On peut vérifier en appliquant la regle de Sarrus.

detA =24—-18—-72—-18+24+72=12

*
F Calculer le déterminant de la matrice
1 2 3 4
2 3 4 1
A=13 41 2
4 1 2 3

Si on s’appuie sur un coefficient égal a 1 pour effectuer les opérations
de pivot, on va faire rapidement face a des coefficients assez grands... Si
on remarque que les coefficients "tournent” de ligne en ligne, on peut
en déduire une opération de pivot astucieuse :

Li—Li+L+L3+14

qui permet de factoriser le déterminant

10 10 10 10 1111
2 03 4 7 23 4 1
detA=15 4 1 2|=10x3 4 1 3
4 1 2 3 41 2 3

avant d'effectuer des opérations simples sur les colonnes :

Cz%Cz—Ch Cg%Cg—Ch C4(—C4—C1



pour obtenir

T 1 11 1T 0 0 0
23 4 1 2 1 2 -
341 20 13 1 =2 1"
41 2 3 |4 =3 =2 -1
On développe alors par la premieére ligne.
s 2o
=Ix(=)"*T"x]1 =2 -
31 =2 -1 3 2
4 =3 =2 -1

On factorise la deuxiéme colonne par (—2) et la troisiéme colonne par

(—1).

12 S
1 2 —d|=(2x(Ix|1 1 1
3 -2 1 3 1 1

On simplifie une nouvelle fois en effectuant les opérations de pivot sui-
vantes
Ci«—Ci—C3 e CrCr+Cs

pour obtenir

0 1
2 1.
21

0
0
—4

En permutant la premiére et la troisieme colonne, on est ramené a une
matrice triangulaire

0 0 1 10 O
0 2 1j=—1 2 0
—4 2 1 1 2 —4

et le calcul est fini :

detA =10 x 2 x (—1) x (—8) = 160.

*

G. Soient a et b, deux nombres complexes différents de 0.
Calculer le déterminant de la matrice

ab o0—0

ANNNY

A= \ o |.
0—0 \Ub
b 0—0 a

A quelle condition sur a et b cette matrice est-elle inversible ?
Retrouver cette condition en caractérisant le noyau de A.

Il n'y a que deux coefficients non nuls sur chaque ligne et sur chaque
colonne, nous allons développer par la premiere colonne. (On pourrait
aussi bien développer par la derniére ligne, toutes les autres possibilités
seraient plus compliquées.)

NB : il n'est jamais simple de développer le déterminant d'une ma-
trice A € Mn (IK), on a tout intérét a expliciter clairement le calcul du
mineur pour limiter les risques d’erreur. (Dans I'exemple qui suit, les
coefficients supprimés sont écrits en rouge.)
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a

—axa '+ (=D)"Tbx b =a™ — (-b)™

:a Lg matrice A est inversible si, et seulement si, son déterminant n’est
pas nul, c’est-a-dire si, et seulement si, (—%/) n’est pas une racine n-

ieme de I'unité.
@ Supposons que
X1

X=|: | €KerA.
Xn

L’équation AX = 0 se traduit par
Vi<i<mn, axi+bxip1 =0

et par
ax, + bxy; =0.
Comme b # 0, on déduit de (1) que

. —a
Vi<i<n, X1 :T-xi

et donc que
—ay i
vV2<ign, xi:(?a) “X1,
ce qui prouve quie
1
q
KerACK-| (|
q
g

ol q = —Y.

11 veste a tenir compte de I'équation (2) qui devient alors

a.q“_1.x1 +bx; =0

ce qui équivaut a :
[(—a)™—=Db"] - x; =0.

@

@)

®)

Si (—a)™ # b", alors il faut x1 = 0 et on déduit de (3) que le noyau de
A est réduit au vecteur nul. En particulier, la matrice A est inversible.
Si (—a)™ = b™, cette derniere équation est vraie pour tout x; € R,

donc



et la matrice A n’est pas inversible.
On a ainsi redémontré que la matrice A était inversible si, et seulement

si, q = —%y était une racine n-ieme de l'unité.
*
H. Soient a et b, deux nombres complexes distincts. Calcu-
ler le déterminant de la matrice
a b—5>

A R NN )
INNTS

b—D>b a

Cette matrice est-elle inversible ?

En effectuant les opérations de pivot suivantes
V1< ]<Tl, CjHCj—Cn

on obtient
a—b 0——0 b

070 a—b b
b—a b—a a

Une derniere opération de pivot

Lne—Ln+(Li+--+Ln1)

nous amene a une matrice triangulaire

a—b 0——0 b
O\\
detA = \ 0
0——0 a—>O b
0——0 a+(n-1b

et a la conclusion :
detA = (a—b)" '[a+ (n—1)b].

- Comme a # b par hypothése, la matrice A est inversible si, et seule-
ment si,
a+n—1)b#0
et on peut vérifier que, si a = —(n — 1)b, le noyau de la matrice A est
la droite vectorielle dirigée par le vecteur
1
u =

*
I. Soient a, b et c, trois nombres complexes. Calculer
a 0 ¢

et D3=|0 a c
b b 1

a ¢

Da=1,

puis, pour tout n > 3, trouver une formule de récurrence liant

a 0—0 ¢

oo N

0—0 a c
b——b 1




aDng.
NB: L'indice n indique qu’il s’agit ici du déterminant d"une ma-
trice appartenant a M., (C).

w [l est clair que Dy = a — bc et que D3 = a? — 2abc.

w Pour relier Dy, @ D1, on développe Dy, par la premiére colonne,
ce qui exprimer Dy, comme la somme de deux termes. (Pour faire appa-
raitre clairement le calcul des mineurs, on écrit en rouge les coefficients
Supprimés.)

D, =ax (=)' x 0 \‘

0 0—0 a
b b—>b b 1|,
a 0 0 ¢
0 a 0—0 ¢
b (1) x 0\
NN
0 0—0 a c
bb bbb 1|

Il
o
d
3
L
_|_
i
3
+
on
—o
o
o o—o o

0—0 a

On développe ce nouveau déterminant par la premiere ligne. NB : il est
important d’avoir noté la taille de la matrice pour connaitre a coup silr
le signe du cofacteur.

0——0 ¢ 0 0 ¢

a 0—0 ¢ a 0—0 c

o0\ || =ex o NN |

| 0 ¢ NN

0—0 a c| 0—0 ac| ,

—cx (=" xa™?
On a donc
Vn>3 Dj,=aDy, ;—a" 'bec.
On peut en déduire par récurrence que
Yn>2 Dp=a"?[a—(n—1)bc].
*

J. Soient a, b et ¢, trois nombres complexes. Pour tout en-

tier n > 2, on note Dy, le déterminant de la matrice tridiagonale

ab 0—0

ga\\\o € M, (C).
[N\ e

0—0 ¢ a

On convient de D; = a. Calculer D, et Ds. Etablir une relation
de récurrence entre Dy, D1 et D, pour toutn > 4 et vérifier
que cette relation est encore valable pour n = 3.



w [l est clair que D, = a? — bc et on vérifie que

D3 = = a® —2abc

X =
o o o
0 o o

(par exemple avec la régle de Sarrus).

@ Pour trouver la relation de récurrence, on va développer Dy, par
la premiére colonne (on pourrait aussi bien développer par la premiere
ligne).

NB : Pour y voir clair, on écrit en rouge les coefficients supprimés et
on indique par un indice la taille de la matrice qui subsiste (dont les
coefficients sont en bleu).

Pourn >4,
ab 0 0—0
cab 0—0
0 cahbd
D= c\so
DA
0 0—0 ¢ af,
ab 0o 0
ab 0—0
SCTRIER RN
DN
0 0—0 ca

b
a

tex (=12 x| © (C) a b\
o

= aDn_1 — bCDn_z.

w Comme D3 = a® — 2abc = aD, — beDy, cette relation est encore
vraie pour n = 3.

*
K. Soit A € M, (C). Démontrer que la fonction f définie par
aj1+x o0 arntx
a1+x -+ axntXx
VxeR, f(x)= ) .
an,1 +X -+ Qnn+X

est une fonction affine de x.

Effectuons les opérations de pivot
vV2<j<n, Cj(*Cj—CL

Comme ces opérations conservent la valeur du déterminant, on en dé-



duit que

a1 +x arz2—ary o0 Qi —ar
ai1+x azz2—azp; -+ An@—azj
f(x) = ‘
() ai1+x ay2—aj; - Aip0—aij
an,1 +x An,2 — Qn,1 e An,n — an1

et en développant par la premiére colonne on obtient

n

f(x) =) (a1 +x) x (=)' x detBy;

i=1

oit By j est une matrice dont les coefficients sont indépendants de x.
En tant que combinaison linéaire de fonctions affines de x, la fonction f
est une fonction affine de x.



