Produit scalaire — juin 2020

Les questions indexées par des numéros différents sont
indépendantes.
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On considere E = R4
L’application définie par

d
X\y Z XkYk

est un produit scalaire sur R¢.
©® Vrai O Faux

On vérifie tres facilement que cette application est bili-
néaire, symétrique et définie positive.

L’application définie par
(xIy) Z KXy

est un produit scalaire sur R9.
@ Vrai O Faux
Idem.

L’application définie par

(xly) = ZXkUk

est un produit scalaire
n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

[ T N

n’est pas définie positive

@ Pourx =y =(1,...,1),
(=xly) = (x| —y) =d#—d=—(xly)

donc (-|-) n’est pas bilinéaire (ni linéaire a gauche, ni
linéaire a droite).

Il ne suffit pas de remarquer que (—x|y) = (x|y)
pour conclure : si (x|y) = 0, I'éqalité précédente ne
contredit pas la linéarité ! I faut donc trouver un contre-
exemple pour lequel (x|y) # 0.

a En revanche, I'application (-|-) est évidemment sy-
métrigue.

@ Et, pour tout x,

(x]x) Z xk >

>O

avec égalité si, et seulement si, x; = --- =xq = 0, c'est-
a-dire lorsque x est le vecteur nul de RY. Donc (-|-) est
définie positive.



2

L'application définie par

3

plg- 3 ERw

k=0

est un produit scalaire
v sur R, [X]

v sur R3[X]

d sur R4[X]

O sur R[X]

a1 est clair que (-|-) est bilinéaire, symétrique et po-
sitive sur R[X].
@ Si (P|P) =0, alors

puisque qu’une somme de réels positifs est nulle si, et
seulement si, chaque terme est nul.

@ Dans R3[X] et a fortiori dans R, [X], un polynoéme
non nul posséde au plus trois racines. Dans ces condi-
tions, si (P|P) = 0, alors P = 0 et par conséquent
(-|-) est bien un produit scalaire.

a- En revanche, dans R4 [X] se trouve le polynome

Po=X(X—=1)(X—=2)(X—-3)

qui n’est pas le polyndme nul et pour lequel on a quand
méme
(PolPo) =0.

Dans ces conditions, (-|-) n’est pas un produit scalaire.



L’application définie sur R4 [X] x Rq[X] par

d

(P1Q) =D (-1 P()Q(K)

k=0
d est un produit scalaire
d n’est pas bilinéaire
J n’est pas symétrique
v n’est pas définie positive
a [l est clair que (-|-) est bilinéaire et symétrique.
a- En général, cette application n’est pas positive (et donc
pas définie positive).
En effet,si d > 1, pour
Po =X(2—x)---(d—X) € RalX],

ona

(PolPo) = (=1)"Po(1)* = —[(d—1)]* <O.

En revanche, pour d =0,

(P1Q) =P(0)Q(0)

et on retrouve ici le produit scalaire canonique sur R (a
savoir : la multiplication des réels). Dans ce seul cas, trés
tres particulier, (-|-) est un produit scalaire...

L'application définie sur Rq[X] x Rq4[X] par

d
(PIQ) = Z

est un produit scalaire
n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

RN oo

n’est pas définie positive

wa [l est clair que (-|-) est bilinéaire.
- Cette application n’est pas symétrique : pour P =1 et
Q=X ona

d

(PIQ) = Z :@>0
k=0
d

(QIP) =) —k=—(P|Q) <0
k=0

done (PIQ) # (QIP).

Ici encore, il faut prendre soin de donner un contre-exemple
explicite, on ne peut pas se contenter de l'intuition qui
nous suggere que

d d
> P(—K)Q(K) # Y P(K)Q(—k).
k=0 k=0

Une suggestion n’est pas une preuve !



- ['application (-|-) n’est pas positive (et donc pas dé-
finie positive). En effet,

(XIX) Zk2<o

Une fois de plus, il faut donner un contre-exemple...

@ Contrairement a la question précédente, je n’envisage
plus le cas d = 0, c’est vraiment trop particulier pour
que je prenne la peine de m’en soucier (mais je ne I’oublie
pas pour autant).
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On considere ici I'espace E des fonctions continues
sur le segment [—1,1].

L'application définie par

1
(f1g) = L f(t)g(t)] dt

0 est un produit scalaire

v n’est pas bilinéaire

[d n’est pas symétrique

1 n’est pas définie positive

Il est clair que (-|-) est symétrique et définie positive.

En revanche, elle n’est pas bilinéaire : en prenant
fo=[t—1],

ona

(—folfo) = (fol —fo) =2#-2=—(folfo).



L’application définie par
1
(19 = | fgte tde
~1
est un produit scalaire

n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

000N

n’est pas définie positive

11 est clair que U'application (-|-) est bilinéaire, symé-
trigue et positive.
Si de plus

1
(F1F) = L [F(1))2et dt =0,
>0

alors l'intégrale sur [—1,1] d’une fonction continue et
positive est nulle, donc

Vie[-1,1], [f(t))2et=0

donc
vVte[-1,1], f(t)=0
ce qui signifie que f est bien le vecteur nul de E.

La continuité de f est essentielle pour pouvoir conclure !
Sur l'espace des fonctions continues par morceaux sur
[—1, 1], Vapplication (-|-) ne serait pas définie positive |

L’application définie par

1
(1 g) = J_] £(t)g(t) dt

est un produit scalaire
n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

S U

n’est pas définie positive
On pose

f=[t—1] e g=[t—t].
wa L'application (-|-) linéaire par rapport i la deuxiéme
variable (linéarité de l'intégrale), mais pas linéaire par
rapport a la premiére variable. En effet,

(—FIF) = (fIf) =24 -2=—(f|f).

a L'application (-|-) n'est pas symétrique. En effet,

1
(flg) :J 12.tdt=0
—1

alors que



w Enfin, l'application (-|-) n’est pas positive non plus
car

1
(—f| —f) :L(—]F’ dt=-2<0.

L’application définie par
1
(t19) = | 11+ g(v)de
~1
est un produit scalaire

n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

M W N

n’est pas définie positive

Il est clair que l'application (-|-) est symétrique et défi-
nie positive. Mais elle n’est pas bilinéaire !
Considérons fo = [t — 1]. Alors

1
<fo|—f0>:J 0dt=0
—1
tandis que
1
—<fo‘fo> Z—J 2dt=-4
—1

donc (—fo|fo) #—(folfo).
L’application définie par

1
(flg)= J_1 f(t)g(t) sintdt

est un produit scalaire
n’est pas bilinéaire

n’est pas symétrique

R D00

n’est pas définie positive

Il est clair que (-|-) est bilinéaire et symétrique. En re-
vanche, la fonction

fo = [t — H
n'est pas identiquement nulle et

1
(folfo) :J 12sintdt =0
—1

(par imparité de sin), donc I'application (-|-) n’est pas
définie positive.
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On considere ici I'espace R® muni de sa structure
euclidienne canonique.

La base canonique de R? est une base ortho-
normée.
@ Vrai O Faux

Par définition méme de la structure euclidienne cano-
nique !



Dans R3, la famille
& = ((2> 0) 0)) (0» —1 ) 0)» (O) O) 3))

v estune base

v est une base orthogonale
1 est une base orthonormée
[d n’est pas une base

Omn note ey, e, et e3, les vecteurs de AB.
a Pyisque la base canonique est orthonormeée,

x04+0x04+0x3=0

2

0

0
=2x0+0x(=1)+0x0=0

2

O0x0+(—=1)x0+0x3=0.

a- La famille %8 compte trois vecteurs non nuls et deux
a deux orthogonaux de R3, donc c’est une base orthogo-
nale.

Seul le deuxiéme vecteur est unitaire, il ne s’agit donc pas
d’une base orthonormée.

La famille
P = ((1)]»_1))(2»1)3))(43_5)_”)

est une base orthogonale de R3.
® Vrai O Faux

Puisque la base canonique est une base orthonormée,

(er]ez) =Tx2+1x14(=1)x3=0

(ezle3) =2x44+1x(=5)+3x(-1)=0

(esler) =4 x14+(=5)xT+(=1)x(=1)=0
donc A est une famille de trois vecteurs non nuls et

deux a deux orthogonaux, c’est donc une famille libre
de trois vecteurs de R et donc une base de R3.



La famille
B = ((23*1)*1)»“)])]%(‘I)*Zs]))

est une base orthogonale de R>.
O Vrai @ Faux

Comme la base canonique est orthonormée,
(erles) =2x1+(—1)x(-2)+(-1)x1=3

donc les trois vecteurs de % ne sont pas deux a deux or-
thogonaux.
On peut cependant vérifier que

<€1|62> = <€2‘e3> =0.

Comme ey et e3 ne sont pas colinéaires, la famille (eq, e3)
est libre. Comme e, est non nul et orthogonal a ey et a
e3, on a donc

e2 ¢ Vect(eq,e3)

ce qui prouve que la famille 9 est une famille libre de
trois vecteurs de R3.

C'est donc une base de R3, mais elle n’est pas orthogo-
nale.

On pose

1 1
u=—(1,1,-1) et v=—(2,—-1,1).
VA VAR

Pour que la famille (u,v,w) soit une base orthogo-
nalede R3,ilya

0 un seul choix possible

1 exactement deux choix possibles

v une infinité de choix possibles

[d Mais non, ce n’est pas possible!
@ Comme la base canonique est une base orthonormée,

1
(ulv) :m-UxZ—Hx(—])—i—(—])x]):O

donc les vecteurs u et v sont orthogonaux. Comme ils ne
sont pas nuls, ils forment une base orthogonale du plan

F = Vect(u,v).
w Comme R> est un espace de dimension finie, on sait
que
1
R>=FaFt
et donc que F* est une droite vectorielle.
w Quel que soit le vecteur directeur w de F- (= pour

tout vecteur non nul de F+), la famille (u, v, w) est une
base orthogonale de R3.



Pour que la famille (u, v, w) soit une base orthonor-
méede R3,ilya

O

un seul choix possible

A

exactement deux choix possibles

d une infinité de choix possibles

(W

Mais non, ce n’est pas possible!

- Comme la base canonique est une base orthonormée,

ulf == -(14+1+1)=1

_ ] —

wW:gme+n:1
donc (u,v) est une base orthonormée de F.
11 est donc possible de trouver un vecteur w tel que

(u, v, W)

soit une base orthonormée de R3 (Théoréme de la base
orthonormée incomplete).

a Comme précédemment, ce vecteur w doit diriger la
droite FL, mais en outre il doit étre unitaire. Comme une
droite possede toujours deux vecteurs unitaires (disons
wo et —wy), il existe exactement deux vecteurs w tels
que (u, v, w) soit une base orthonormée.
REMARQUE.— Les bases (u,v,wo) et (u, v, —wq) sont
d’orientations différentes, donc il existe exactement un
vecteur w tel que (u, v, w) soit une base orthonormée di-
recte, il s’agit bien entendu du produit vectoriel

w=u/Av.

5

L'espace R? est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique.
On considere le plan P d’équation

2x—y+z=0]
et la droite vectorielle D dirigée par le vecteur

w=(—1,1,3).

La droite D est orthogonale au plan P.
O Vrai @ Faux

Les coordonnées du vecteur v vérifient I'équation du plan
P, donc la droite D est contenue dans P.

Comme le seul vecteur orthogonal a P qui appartienne i
P est le vecteur nul (c’est le seul vecteur orthogonal a lui-
méme), on en déduit que la droite D n’est pas orthogonale
au plan P.



Il existe une droite vectorielle orthogonale au
plan P et a la droite D.

v/ Oui, il en existe une seule
@ Oui, il en existe une infinité

d Non, c’est impossible

- Comme R3 est un espace de dimension finie, on a

1
R?>=P& P+

et comme dim P = 2, on en déduit que

dimPt=3-2=1.

Donc P+ est une droite orthogonale a P.
- Si A est une droite orthogonale a P, alors

A C P
Or dim A = dim P+ = 1, donc en fait
A =P

Donc P+ est la seule droite vectorielle orthogonale a P.

REMARQUE.— Le raisonnement précédent s’ applique aux
droites vectorielles. I existe bien entendu une infinité de
droites affines qui sont orthogonales a P : ce sont toutes
les droites paralleles i PL.

w Comme la droite P est orthogonale a P :

VxePt vyeP, (x]y) =0
et que la droite D est contenue dans P :
VYyeD, yeP
alors la droite P est aussi orthogonale a D :
VxePt VyeD, (x|y)=0.

Il existe donc une, et une seule, droite vectorielle ortho-
gonale a P et a D : il s'agit de PL.



Si une droite vectorielle A est orthogonale a
la droite D, alors elle est orthogonale au plan P.

3 Oui, bien stir
v Non, pas forcément

0 C’est compliqué...
L’orthogonal de D est un plan :

dimD' =dimR>?> —dimD =2

et toute droite vectorielle A C D est, par définition,
orthogonale a la droite D.
I'orthogonal PL du plan P est, comme on I'a vu, une
droite et pour des raisons de dimension il est impossible
que

D+ C P
Par conséquent, une droite orthogonale a D n’est pas né-
cessairement orthogonale au plan P.

REMARQUE.— On peut répondre plus précisément ! La
droite P+ est la seule droite orthogonale a D et au plan P.
Par conséquent, il est raisonnable de conclure que, en gé-
néral, une droite orthogonale @ D n’est pas orthogonale
au plan P.

Si une droite vectorielle A est orthogonale au
plan P, alors elle est orthogonale a la droite D.

v’ Oui, bien sir

0 Non, pas forcément

0 C’est compliqué...

Déja démontré I La seule droite vectorielle orthogonale au

plan P est la droite P+ et comme D C P, les droites P+
et D sont orthogonales.

6

L'espace R? est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique.
On considere le vecteur x représenté dans une base
A par
3
X=11
—1

Si la norme du vecteur x est égale a 5, alors la
base % n’est pas orthonormée.

v Clestclair!
[ C’est possible...
0 Aucune idée!

Si la base A était orthonormée, alors

[x[|> = XX = 3% + 12 + (=1)2 =11

et |x|| = V11.
Par contraposée : si ||x|| = 5, alors la base 2 n’est pas

orthonormeée.



Si la base % est orthonormée, alors la norme
du vecteur x est égale a v/11.

v Clestclair!

0 C’est possible...

0 Aucune idée!

Déja démontré !

Sila norme du vecteur x est égale a /11, alors
la base # est orthonormée.

0 Clest clair!

v C’est possible...

d Aucune idée!

On a démontré la réciproque : si la base % est orthonor-
mée, alors ||x|| = V/11.

De ce seul exemple, on ne peut pas conclure que la base
2 n’est pas orthonormée (contrairement au Q-6a).
Mais cela ne suffit pas non plus pour prouver que la
base % est orthonormée ! (La construction d'un contre-
exemple est assez technique, je m’abstiens...)
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L'espace R? est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique. On considere les plans P et P, représentés
dans la base canonique de R? par les équations sui-
vantes.

Py 2x+y—3z=0] Py : [x+y+z=0]

Le vecteur u; = (2,1,—3) est orthogonal au
plan Py.

@ Vrai O Faux

Soit v = (x,y,z) € Py. Comme la base canonique est
une base orthonormée,

(ur|v) =2x4+y—3z

et comme v € Py, on en déduit que (u;|v) =0.
On a démontré que

VveP, (wlv)=0
c'est-a-dire que wq € Py

Le vecteur u; = (1,1, 1) est orthogonal a uy.
@ Vrai O Faux

Comme la base canonique est une base orthonormée,
(wilup) =2xT41Tx14(=3)x1=0

donc les vecteurs wy et uy sont orthogonuux,



Le plan P, est orthogonal au plan Pj.
O Vrai @ Faux

On sait que deux sous-espaces F et G sont orthogonaux
si, et seulement si,
FcG™.

OrdimP; =2et
dim P+ = dimR> — dimP; = 1

donc l'inclusion
P, C Py

est impossible pour raison de dimension !
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On considere un espace euclidien E.
L’espace E est un espace vectoriel de dimen-

sion finie.

v’ Oui, bien stir!

d Mais non, jamais!
1 Ca dépend...

Oui, par définition, un espace euclidien est un espace
vectoriel de dimension finie.

Si un sous-espace F n’est pas réduit au vec-
teur nul, alors il contient un vecteur unitaire.

v Oui, bien str!

[ Mais non, jamais !

0 Cadépend...

Si le sous-espace F n'est pas réduit au vecteur nul, alors
il contient au moins un vecteur w # 0. En particulier
|[u|| > 0. On doit savoir que le vecteur

1
—_— u
[l >~
~—~— €F
cERY.

est unitaire et il appartient a F (puisque F, en tant que
sous-espace vectoriel, est stable par combinaison linéaire).

5i deux sous-espaces F et G sont orthogonaux,
alors
E=F®G.
[ Oui, bien stir!
d Mais non, jamais!
v Cadépend...
Deux sous-espaces orthogonaux sont toujours en somme
directe, mais rien ne prouve que la somme directe de ces

deux sous-espaces soit égale i E.
Plus précisément, puisque F et G sont en somme directe,

E=F® G & dimE=dimF+dimG.

En particulier, dans R3, deux droites orthogonales ne
sont pas supplémentaires dans R3...



On suppose que

E=FoG.

Il existe une base de E obtenue en réunissant une
base orthonormée % de F et une base orthonormée
@G de G.

v/ Oui, bien stir!
(d Mais non, jamais !
0 Cadépend...

Comme F et G sont des espaces de dimension finie, ils
admettent chacun une base orthonormeée.
Comme & =F @ G, en réunissant une base de F

PBr = (e1,...,¢er)
et une base de G
%G = (er+1)--->ed)>
on obtient une base
B =(e1y...,€r,€r11y...,€4)

de E (résultat bien connu dans les espaces vectoriels de
dimension finie).

Cette base est méme une base orthonormée de E.

d Oui, bien stir!

J Mais non, jamais!

v Cadépend...

a Par hypothese, on est parti d’une base orthonormée de
F donc les vecteurs ey, ..., e, sont unitaires et

VIi<i<j<r, (eile;) =0.
De méme, les vecteurs e, 1, ..., eq sont tous unitaires et
VT+]<i<j<d, <€1|€j>20.

Par conséquent, les vecteurs ey, ..., eq sont tous umni-
taires, mais rien ne nous prouve que

Vi<i<r<ij<d, (eile) =0 (%)

donc la base 28 n'est pas nécessairement orthonormée.
- Plus précisément, si la base 28 était orthonormée, alors
les sous-espaces

F = Vect(ey,...,e;) et G = Vect(eri1,...,€q)

seraient orthogonaux, ce qui n’est pas supposé dans cette
question.

REMARQUE.— On rappelle un résultat du cours : la pro-
priété (x) équivaut au fait que les sous-espaces

Vect(eq,...,e;) et Vect(eryq,...,eq)

soient orthogonaux.



