Familles génératrices et bases

On considere un espace vectoriel E sur le corps K = R ou C, un sous-espace vectoriel F et on suppose connue
une famille génératrice .7 = (eq,...,en) de F.

@ D’apres le Théoreme de la base incomplete, on peut extraire une base de F de cette famille génératrice. Autre-
ment dit, en supprimant un certain nombre de vecteurs de .% bien choisis, on obtient une base de F. Mais le Théoreme
de la base incomplete ne dit pas quel est ce certain nombre de vecteurs, ni comment bien choisir ces vecteurs.

@ Sion sait que la dimension de F est égale a 1 < d < n, alors le cardinal de toutes les bases de F est égal a d et il
faut donc éliminer (n — d) vecteurs de F. Mais ce renseignement supplémentaire ne nous dit toujours pas comment
choisir les vecteurs a éliminer.

Quels vecteurs éliminer?

Commengons par nous demander quels sont les vecteurs qu’il faut éliminer et quels sont ceux qu’il faut conser-
ver. On verra ensuite comment les identifier.
@ Siyry1 € Vect(yr,...,Yr), alors il existe des scalaires «y, ..., «, tels que

Yrpl = &7 Y1+ + & - Yy
et par conséquent, quels que soient les scalaires (B1,...,Br, Bri1) € K™,

B1-yr+-+Br Yr + Brs1 - Yrg1 = (B1 + Bryrotr) - yr + -+ (Br + Pr+1%) - Yyr € Vect(y,...,ysr)

et donc Vect(y1,...,Yr+1) C Vect(yr,...,yr)-
L'inclusion réciproque est évidente et par conséquent, les deux sous-espaces sont égaux.
Réciproquement, si Vect(yr,...,Yr,Yrs+1) = Vect(yr,...,yr), alors en particulier y,1 € Vect(ys,...,y:).

@ Nous venons de démontrer le Théoréme de diminution d’une famille génératrice, qu’'on peut formuler de la
maniere suivante : La famille (y1,...,Yr,Ur+1) et la sous-famille (ys,...,y,) engendrent le méme sous-espace vectoriel si,
et seulement si, le vecteur 1 est une combinaison linéaire des vecteurs yi, ..., Y.

Variante : Si (yi,...,Yr,Yr+1) est une famille génératrice du sous-espace V, alors on peut éliminer le vecteur y,,1 de
cette famille génératrice si, et seulement si, ce vecteur est une combinaison linéaire des vecteurs ys, ..., Y.

@ ]I s’agit donc pour nous de trouver dans la famille génératrice (x1,...,xn) quels sont les vecteurs qui sont
combinaisons linéaires des autres vecteurs.

I1 faut maintenant remarquer que la propriété qui nous intéresse

Yr1 = X1 Y1 + -0+ - Yy
peut aussi s’écrire
X1yt X Yr = Yryp1 =0

et comme la famille de scalaires (1, ..., &, —1) n’est pas la famille nulle, cette propriété doit étre interprétée comme
une relation de liaison entre les vecteurs y1, ..., yr et Yy, 41.

Bref : nous cherchons les relations de liaisons (foutes les relations de liaison!) entre les vecteurs yj, ..., yr et
Yr41. En pratique, on y arrive grace a I’algorithme du pivot (il s’agit en fait de calculer le noyau d’une matrice).

Méthode d’élimination

@ Une relation de liaison nous permet d’éliminer un vecteur. Lequel ? N'importe quel vecteur affecté d'un scalaire
non nul dans la relation de liaison ! Ainsi la relation de liaison

2-x1+x3—3:x4 =0

permet d’éliminer x; = ’71 -X3 + % - X4, Mmais aussi x3 = —2-x7 + 3 - x4 etaussi x4 = % -X1 + % -x3. Au choix!

@ Ca se complique quand il s’agit d’éliminer plusieurs vecteurs.
@ Considérons par exemple F = Vect(x1, X2, x3,X4) et supposons connues deux relations de liaison :

2:x1+%x2—%x4 =0 X1 —3x2 + 2x3 = 0.

On peut alors éliminer x4 = 2 - x7 + x2 (premiére relation de liaison) et x3 = ’71 -x1 + % - X2 (deuxiéme relation) et

par conséquent F = Vect(x1,x2).
@ Autre exemple — supposons connues les relations de liaison :

X1+2-x24+%x4=0 X1 —Xx2+2-x4=0.

On peut alors éliminer x4 = —x1 — 2 - x (premiere relation de liaison). Ayant éliminé x4, nous devons réécrire la
seconde relation de liaison :
O0=x71—%x2+2-(—x1 —2-%2) =—x1 —5-x2.
On peut aussi éliminer x; ou x;, au choix!
@ On congoit bien que ces exemples peuvent étre généralisés :



— chaque relation de liaison entre les vecteurs x1, ..., X, permet d’éliminer un des vecteurs;
— a chaque élimination, il faut réécrire les relations de liaison non encore utilisées pour poursuivre le processus.



