REVUE DE LA FILIERE

MATHEMATIQUES

Exercices étoilés des oraux 2024

Vous trouverez ci-dessous deux types d’exercices étoilés. Les exercices munis d’une étoile
sont réservés aux étudiants, qui y trouveront des questions pas nécessairement plus faciles que
celles des exercices doublement étoilés, mais qui ne font appel qu’a peu de connaissances.
Les exercices avec deux étoiles sont, comme d’habitude, ouverts a tous.

Selon la tradition, le comité publiera prioritairement les solutions proposées par les lecteurs,
qu’elle souhaite trés nombreux.

Le comité de rédaction remercie Walter Appel, Marc Becker, Laurent Bonavero, Olivier Bou-
verot, André Chambrillon, Philippe Chateaux, Denis Choimet, Dimitri Cocheril-Crévecoeur,
Yves Dutrieux, Alexis Fagebaume, Serge Francinou, Cyril Germain, Hervé Gianella, Gil Gui-
bert, Max Hochart, Denis Jourdan, Romain Krust, Thomas Lafforgue, Christelle Larcheres,
Roger Mansuy, Frangois Moulin, Jean Nougayrede, Renaud Palisse, Philippe Patte, Mickaél
Prost, Marc Rezzouk, Eddy Routin, Christophe Schneider, Cécile Stérin, Brice Touzillier,
pour leurs contributions a cette liste d’exercices.

Les lecteurs désirant faire parvenir des solutions d’exercices a la rédaction sont priés de le
faire avant le 7 février 2025, de préférence par courrier électronique en pdf et si possible en
Tex a I’adresse : exercices @ rms-math.com.
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Ecoles Normales Supérieures - MP — MPI

3. [PLSR] * On étend de facon naturelle la valuation 2-adique vo a Q*. Pour n € N*, soit

n
1
H, = Z T Calculer vo (H,,).

4. % Soit (m,n,p) € (N*)3, avec p premier supérieur ou égal a 5, m et p premiers entre eux.
a) Montrer que np) =01p].

m

np = (p(n—1)\ (p
b) Montrerque( )zZ( )( )

mp = \mp — k k

¢) Montrer que (ZZ ) = ( ) [pz].

L’ objectif de la suite est de montrer

—2[]?3

\_/

d) Montrer que Vk € [1,p], ( )
0

!
e) Montrer que Z (kl)> =
f) Conclure.

6. [L] ** On considere I’équation 2% + 3° = 5¢ ot (a, b, c¢) € N3,
a) Résoudre I’équation dans le casa = b = c.

b) Traiter le cas b impair.

¢) Traiter le cas c impair.

d) Traiter le cas général.

S

10. [PLSR] * a) Montrer que les sous-groupes de Z /nZ sont cycliques.

b) Alice et Barbara jouent a un jeu. Elles choisissent & tour de role un élément de Z/nZ
sans remise qu’elles ajoutent & un ensemble S. Le jeu s’arréte quand S engendre Z/nZ et
la joueuse ayant tiré le dernier numéro perd. Selon n, y a-t-il une stratégie gagnante pour la
premiere joueuse ?

¢) Méme question avec le groupe S,,.

13. [P] * Soient G un groupe, A une partie finie non vide de G. Montrer que |A| = |AA]| si
et seulement si A = xH avec z € G et H sous-groupe de G tel que z ' Hz = H.

0 0 -1

18.[PLSR] * Soit A= |1 0 1 | € M3(F3).Onadmet que A% = —TI3.
0 1 0

a) Quels calculs auriez-vous fait pour justifier que A® = —I3?

b) Montrer que A € GL3(F3) et que A est d’ordre 26 dans ce groupe.

¢) On note G le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A, et on pose V = G U {0}. Montrer
que V = Vect(I3, A, A?).

d) On pose W = Vect(I3, A). Montrer que, pour tout M € G, il existe N, P € W \ {0}
telles que M = P~ N.
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e) On note H le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A%, Montrer que H est isomorphe 2
Z/13Z, puis que |[H N W| = 4.

19. [L] * @) Montrer que toute rotation du plan complexe est composée de deux symétries
orthogonales par rapport a des droites.

b) Montrer que toute permutation d’un ensemble fini non vide X est produit de deux élé-
ments d’ordre au plus 2 du groupe des permutations de X.

¢) Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si X est infini ?

22. [L] * Soit (a,) € (R*)N. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que Vn € N, |a,| €

[1/C,C]. Pour n € N, on pose P,, = Z arX* = a, H(X — Tk p), 0l I'on anoté zy ,, les
k=0 k=1
racines complexes de P,.
a) Montrer que {z, ; n € N*, k € [1,n]} est borné.
n

2
a — 20p_2a

2 n—1 n—2Un
b) Montrer que E Ty =——5
k=1

¢) Montrer que, pour n suffisamment grand, P,, n’est pas scindé sur R.

5 pour tout n > 2.
an

25. [PLSR] * Soient A, B,C ¢ C[X] non tous constants et premiers entre eux deux a deux.
a) On veut montrer que si A+B = C alors max (deg(A), deg(B),deg(C)) < M(ABC)-1
ol M (P) est le nombre de racines distinctes du polynéme P.
Si P,Q € C[X],onnote Wp g = PQ' — P'Q.

i) Montrer que Wy g = Weo p =Wy o #0.

ii) Montrer que deg(A A A") + deg(B A B') + deg(C A C") < deg(Wa ).

iii) Conclure.
b) Soit d € N*. Donner un exemple de (A, B, C) € C[X]? avec deg(A) = d et pour lequel
max(deg(A),deg(B), deg(C)) = M(ABC) — 1.
¢) Soient A, B, C' € C[X] premiers entre eux dans leur ensemble et tels que A" + B" = C"
avec n € N*. Montrer que n < 2. Montrer qu’il existe des solutions pour n = 2.

27.[P1** Soient P, Q € R[X] unitaires. On dit que P et () sont entrelacés lorsqu’entre deux
racines consécutives de 1’un (en tenant compte des multiplicités) il y a exactement une racine
de I’autre. On suppose que deg(Q) = deg(P)—1, que Q est scindé a racines simples sur R, et

P
que P et Q) n’ont aucune racine commune. On pose enfin F = —  H = {z € C, Im(z) > 0}.

Q
Montrer I’équivalence entre :
(i) P est scindé sur R et P et Q sont entrelacés, (i) F(H) C H

32. [P] ** Soient n € N*, m un entier supérieur ou égal 2 2. Montrer que la réduction
modulo m définit un morphisme de groupes de SL,,(Z) dans SL,,(Z/mZ), puis que ce mor-
phisme est surjectif.

33. [P] ** Soient n € N*, A une sous-algébre de M,,(C). On suppose que, pour tout
v € C" nonnul,ona {Mv; M € A} = C". Montrer que A = M, (C).

37.[SR] * Pour tout A € A4(R), soit Pf(A) = a1 2a3.4 — a1,3a2,4 + a1 402.3.
a) Montrer que, pour tout A € A4(R), Pf(A)? = det(A).
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b) On admet que GL,! (R) est connexe par arcs. Montrer que, pour tout A € A4(R) et tout
B € My(R), Pf(BAB™) = det(B)Pf(A).

Ind. Pour le cas det B < 0, considérer la matrice J = diag(—1,1,1, 1).

¢) Soit R € SO4(R). On pose A = R — RT. Montrer I’équivalence entre :

(i) R n’a pas de valeur propre réelle, (ii) Pf(A) # 0, (iii) A est inversible.

d) Soient Ry, Ry € SO4(R), A1 = RlT — Riet Ay = RQT — Rs. On suppose Xr, = XR, ¢t
Pf(A;) = Pf(A3) # 0. Montrer qu’il existe P € SO4(R) telle que Ry = PRy P”.

41. [PLSR] * * Soientn € Navec n > 2, ¢ = ¢2™/" et § = (d’“*l)(*l))

1<r,s<n.
a) Donner une expression simple de det(S).  Ind. On pourra calculer S,

nd 2ik2n . . 2
b) On pose G,, = Z e~ n . Donner une expression simple de |G,,|

k=0
¢) On suppose que n est impair. Déterminer le spectre de S' et la multiplicité de chacune de

ses valeurs propres.

47. [PLSR] * Soient A, B, C € M,,(R). On considére I’équation (F) : X — AXB = C
d’inconnue X € M,,(R). On note Sp¢(A) et Spe(B) les spectres complexes de A et B.

a) On suppose que, pour tout (o, ) € Spe(A) x Spe(B), af # 1. Montrer que 1’équa-
tion (F) admet une unique solution.

b) Que se passe-t-il dans le cas général ?

49. [L] ** Déterminer les M de M., (R) telles que M soit semblable a 2.

par un calcul direct.

50. [L] * * Déterminer les matrices A € GL,, (R) telles que, pour tout k£ > 2, on dispose de
M € M, (Z) vérifiant A = MF.

52.[P] ** a) Montrer que toute M € SL,,(C) s’écrit de facon unique UD ot U € SL,,(C)
est de la forme I,, + N avec N nilpotente, D € SL,,(C) est diagonalisable et UD = DU.
b) Soit p un morphisme de groupes de SL,,(C) dans SL,,,(C) tel que les coefficients de p(M)
soient des fonctions polynomiales de ceux de M. Montrer que p respecte la décomposition
de la question précédente.

56. [P] * Soient e1,. .., e, des vecteurs d’un espace euclidien E tels que (e;, e;) < 0 pour
tous ¢, j distincts dans [1, n]. Montrer que (eq, . . ., e,,) est libre si et seulement s’il existe une
forme linéaire f sur E telle que Vi € [1,n], f(e;) > 0.

58. [L] ** Trouver un espace préhilbertien (E,(, )) et f : R — E tels que, pour tous

se R (-5 @)1

64. [PLSR] * X a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que la

. 1 a . .. e ..
matrice a soit positive, puis définie positive.

1
b) Soit (a,b,c) € [~1,1]%. On suppose que 1 + 2abc > a? + b* + c. Démontrer que
Vn € N*, 14 2(abe)™ > a®™ + b*" + 2.

65. [PLSR] ¥ a) Soit A € S,,(R) a coefficients strictement positifs. Montrer qu’il existe un
vecteur propre de A dont tous les coefficients sont > 0.
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b) Soit A € M5 (R) a coefficients > 0. Montrer que A posséde un vecteur propre a coeffi-
cients > 0.

. a;
¢) Soientas,...,a, € N*, M; = |

1 é) pour 1 < ¢ < n. Montrer que My X -+ X M,

est a spectre inclus dans R \ Q.

67. [PLSR] * Montrer que SO3(Q) est dense dans SO3(R).
71.[L]* Soientp > 1et A, B € ST (R).

a) Montrer que tr (Ip — AilB) <ln (det A) .

det B
m
b) Soientn > 1,uy,...,u, € RP et A\ > 0. Pour 1 < m < n,onpose 4,, = Zuk uz et
k=1
By, = M, + A,,. Montrer que, pour 1 < m < n, By, est symétrique définie positive.
¢) Soient Ay, ..., A, les valeurs propres (avec multiplicité) de A,,.
n p
s
1 7
Montrer que mz::l (U, By i) < ;m (1 + /\) )

75. [P] ** Soit G un sous-groupe de (R™, 4) dans lequel 0 est un point isolé. Montrer qu’il

P
existe une famille libre (u1, . .., u,) dans R™ telle que G = {Z ag.uk, (a1,...,ap) € Zp}.
k=1

78. [PLSR] ** Soient H le groupe (pour la composition) des homéomorphismes de R sur
R, H* le sous-groupe des homéomorphismes croissants.

a) Caractériser les groupes finis isomorphes a un sous-groupe de H.

b) Montrer qu’on peut munir tout sous-groupe dénombrable G'de H+ d’une relation d’ordre
totale telle que Vf,g,h € G, f < g = hof<hog.

¢) Réciproquement, montrer que tout groupe dénombrable pouvant étre muni d’un tel ordre
est isomorphe 2 un sous groupe de H ™.

81. [P] ** Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f : E — F telle que :
vr €]0,1), ¥z € E, B (f(x), g) C f(B(xz,1)) C B(f(x),2r).

a) Montrer que f est continue et surjective.

b) Que peut-on dire de I’'image par f d’un ouvert? D’un fermé ?

¢) Soit vy un chemin continu de [0, 1] dans F'. Montrer qu’il existe un chemin ¢ continu de
[0,1] dans E' tel que f oc=+.

85. [P] * Soientn > 2ete; le premier vecteur de la base canonique de R". Soit .4 1’en-
semble des matrices M de M, (R) telles que, pour tout v € R", il existe a, as € R, tel que
la suite (M kv);@ 1 tende vers a,, areq, avec de plus v — a,, 37 non identiquement nulle.

Soit v € R™. Montrer que I’application f, : M € A~ a, ar est continue.

87.[L] * Soitn > 1 un entier, L € 10,1, F : R™ — R™ une application L-lipschitzienne

pour || ||, etz € R" tel que F'(z4) = x4

a) Soit (xy),>1 définie par 1 € R™ et Vk > 1, 241 = F(z). Montrer que x, k—> T
——+o00
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b) Pour I C {1,...,n}, onnote FI! : R" — R™ I"application définie, pour tout 2z € R" et

F(z); siiel
1§i<n,parFI(I)i_{ (x); siié€

Xy sig Q I
Montrer que F'!! est 1-lipschitzienne pour || l| oo
¢) Soit (I;)r>1 une suite de sous-ensembles de {1,...,n} telle que chaque indice i €
{1,...,n} appartienne 2 une infinité de ces ensembles. Soient x; € R" et, pour k > 1,

Thil = Fl (xr). Montrer que cette suite converge vers ..

88. [PLSR] ** On munit I’espace £> des suites réelles bornées de la norme || ||o.
+oo

a) Soit (a,,) une suite réelle sommable. Montrer que I’application f : z — Z an Ty définit

n=0
une forme linéaire continue sur I’espace ¢*°.

b) On suppose I'existence d’une partic F' C P(N) telle que : (i) pour tous A, B € F,
ANB e F, (ii)pour A € F, F contient toute partie B de N qui contient A,  (iii) F' ne
contient que des ensembles infinis, (iv) si A € P(N),alors A€ FouN\ A € F.
i) Soitx € £°°.
Montrer qu’il existe un unique réel °° tel que Ve > 0,34 € F,Vn € A, |z, — ™| < e.
ii) En déduire I’existence d’une forme linéaire continue sur £°° qui n’est pas de la forme
donnée en question a) .
¢) Onnote ¢ le sous-espace de £°° des suites réelles de limite nulle. Montrer que toute forme
linéaire continue sur ¢q est de la forme donnée en question a) .

89. [P] * Soient 7 € R**, E une partie de R? coupant toute boule de rayon 7 (pour la norme
euclidienne canonique), P € R[X, Y] s’annulant sur E. Montrer que P = 0.

90. [P] ** Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2, C un convexe ouvert
de E ne contenant pas 0. Montrer qu’il existe une droite vectorielle ne coupant pas C'

94. [PLSR] * Soientn > 2 et I,(R) = {A € M, (R); I\ € Sp(A), Im(A4) C E\(A)},
oll E,(A) est le sous-espace propre de A associé a la valeur propre .

a) Montrer que I,,(R) est stable par similitude.

b) Soient A, B € I,,(R).

Montrer que A et B sont semblables si et seulement si rg A = rg B et tr(A) = tr(B).

¢) Onnote I (R) = {A € M, (R); 3\ € Sp(A), Im(A) = E\(A)}. Etudier la connexité
par arcs de I, (R) et de I} (R).

d) Déterminer les classes de similitude incluses dans I>(IR).

97. [P] ** Déterminer les valeurs d’adhérence des suites (cosn) et (cos™ n).

98. [PSLR] ** Soit S une partiec de N* infinie et stable par produit. On range les éléments
Sp41
Sn

admet
n>1

de S en une suite strictement croissante (s, ),>1. Montrer que la suite

une limite dans [1, +o00].

102. [PLSR] * Soient m € N*, z1,-..,2m € U distincts et aq,...,a,,, € C. On suppose
m

que g arzy; — 0.Montrerque a; = -+ = a,, =0.
Pt n—-4o0o
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n

1
103.[P] * * Soit (@n)n>0 € CN bornée telle que Vh € N*, — Z apagyp, — 0. Montrer
n P n—-+4o0o

1 n
que — E ar, — O.
n 1 n—-+oo

105. [L] ** Soit v € R,
a) Montrer qu’il existe une unique suite (n;);>1 € (N*)" telle que, pour tout i € N*,

—+oo
iyl >n2 etquea—Zln <1+ )

=1
b) Généraliser ce résultat.

112 * a) Soit (u,) une suite réelle telle que Vn,p, uptp < Upn + up + C, ol C est une
Up,
constante réelle. Montrer que ( ) converge ou tend vers —

b) Soit f € C(R,R) continue et croissante, telle que Vz € R, f(x +1) = f(z)+ 1. On note
f™ la composée itérée de f (n fois).

n —

Montrer que, pour tout z € R, (f(x)a:) converge vers une limite qui ne dépend
n n>1
pas de x.
113. [SR] * Soient (ay,...,ay) et (bl, ...,by,) dans (RT*)",
k n n

Onnotea > bsi:Vk € [ —1], Za, Zbi et Zai = Z b;. Montrer que a > b si

= =1 = 1=1
et seulement si, pour tout (1, ..., 2,) € (RT*)" Z H do) > Z H x?”“’).

€S, ceS, i=1

122. [P] * Soient P € C[X] non constant tel que P(0) # 0, r € R, 2z;,...,2, les
racines de module strictement inférieur a r de P comptées avec multiplicité. Montrer que

% : In(|P(re't)|)dt Ol + Zln (I%)

1
* % .
130. [L] Pour k& > 3, on note Gy, : z +— Z m
(n,m)€Z2\{(0,0)}
a) Montrer que G (z) est bien défini pour tout complexe z tel que Im z > 0 et que la fonction
(z,y) — Gi(z + iy) est de classe C*° sur R x RT*.
b) Montrer que G (iy) admet une limite quand y — —+o0.
c) Etudierl existence des limites suivantes

. 1
lim E E et E E 72, ou dans les deux cas la somme
N—oo (m (m +1in)2 in) J\4~>oo (m +in)
—N meZ m=—M n€Z

exclut (n, m) = (0, 0). Ces limites sont-elles égales ?

131. [PLSR] * * Soit (z,y,2) € (RT)3.
Démontrer que ( + y + 2)% + 9zyz > 4(x +y + 2)(xy + yz + 22).

134. [L] ** Soit n € N*. On munit R” de sa structure euclidienne canonique.
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On considere n + 1 vecteurs vy, . . ., v,41 engendrant positivement R™, c’est a dire tels que
n+1
1
{Z Aivi, (i) i<icnt1 € (RT)"THE =R™
i=1

Soit f : R — R™ une fonction continue croissante telle que f(z) — +oo.Pour z € R",

Tr—+o0
n+1
on définit g(z) = Z fvi, x)).
i=1
a) Montrer qu’il existe bien n + 1 vecteurs vy, . .., v,41 engendrant positivement R".

b) Montrer que g atteint son minimum sur R".

¢) On suppose que f est intégrable en —oo.
n+1

Montrer qu’il existe x € R" tel que Z fvi,x))v; = 0.
i=1

142. [PLSR] * * Soient (X, )nez une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur {—1,1}. Si N est une variable aléatoire a valeurs dans Z, on pose
XN+7L(W) = XN(w)+7z(w)~

a) Existe-t-il N tel que P(Xy = 1) = 1let, pour tout n € N*, P(Xn4, =1) =1/2?

b) Existe-t-il N telque P(Xy = 1) =1let, pourtoutn € Z*, P(Xyy, =1) =1/2?

144. [P] * * Soient G un groupe fini de cardinal N, et A une partie de G aléatoire, oit 1’on
prend chaque élément de G indépendamment avec probabilité p > 0.

Onnote AA = {xy, (x,y) € A%}.

a) Montrer que P(1 € AA) tend vers 1 quand N tend vers Iinfini.

b) Montrer que P(AA = G) tend vers 1 quand N tend vers I’infini.

148. [L] ** Soit (F,(, )) un espace euclidien. Soient vy, ..., v, € E tels que, pour tout
i € [1,n], |lvi]| < 1.Soient ay,...,ap € [-1,1] etw = Z a;v;. Montrer qu’il existe des
i=1

n
€1,...,6n €{—1,1} telsque v = Z&'Uz‘ satisfait ||[v — w|| < v/n.
i=1

156. [SR] ** @) Soientn € N, (po,...,pn) € {—1,1}"1. Montrer que les racines de
n

Z p; X" dans C sont de module inférieur ou égal a 1.

i=0

b) Soit (ak)r>0 une suite réelle non identiquement nulle telle que Z akxk ait pour rayon
de convergence R > 0. Si j € N, on dit que la suite (a;);>o change de signe en j s’il existe

k € N*telque aja;+r < Oetque a; = 0pouri € [j+1,j+ k—1]. Montrer que I’ensemble
+oo

des z €]0, R] tels que Z apx”® = 0 est fini de cardinal majoré par le nombre de changements
k=0
de signes de (a;);>0.
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n

¢) Soit (Aj)k>0 une suite i.i.d. de variables de Rademacher. Pour n € N, soient S,, = Z Ap
k=0

et N,, le nombre de z €]0, 1] tels que Z A;z® = 0. Montrer que N,, < Z "
=0 0k 25

eten déduire que E(V,,) = O(v/n).

n—>_+oo
Ecoles Normales Supérieures — PC
1
187.* a) Soit X C N telle que 0 et 1 appartiennent 2 X et 11111 —Card(X N[0,n]) = 0.
n—4+oo N

Montrer que, pour tout k¥ € N*, il existe j € N telle que Card(X N [7,7 + k]) = 2.
b) Montrer qu’il existe 100 entiers consécutifs contenant exactement 5 nombres premiers.

+oo
219.* Soit (z)nen une suite de réels positifs telle que Z ,, = A. Quelles sont les valeurs
n=0
—+oo
que peut prendre Z xi ?
n=0

222.* Trouver toutes les fonctions f € C?(R, R) telles que : Vt € R, f(t)? = f (tﬁ)

1

248. ** Montrer que la fonction f : P € R,[X] + f(P) = / (P(z) — e*)? da admet
0

un unique point critique.

256.* Soient, pour A > 0, Ay, By, Ch, D) quatre variables aléatoires indépendantes suivant

la loi de Poisson de parameétre .
a) Calculer R liT P (A\X? + B, X + C) n’a que des racines réelles).
—+4o00

b) Méme question pour A\ X3 4+ BaX?+ C\X + D,.

Ecole Polytechnique — MP - MPI

265. ** Pour toute partie finie non vide X de R dont on note 7 < x3 < --- < x, les

n—1 n—1

éléments, on pose : a™ (X) = H (i1 —zi+1)eta (X) = H (zi41—x; —1). L’objectif
i=1 i=1

est d’établir que : Z a” (B) = a*(A) pour n’importe quelle partie finie non vide A de R.

BCA
BZ0
On se donne donc A = {a; ..., a,} une partie finie non vide de R, avec a; < -+ < ay,.
a) On suppose le résultat acquis. Trouver une expression de : a(A4) = Z a” (B).
BCA
an€B

b) Etablir le résultat cherché.
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¢) On suppose A = [1,n]. Calculer : g a” (B).
BCA
BZD
BN(B+1)=0

268. * Quels sont les m de N* tels qu’il existe m éléments consécutifs de N* divisibles par
des cubes d’éléments de N* \ {1}?

272. % Soit p un nombre premier impair.
a) Dénombrer les (z,y) € (F,)? tels que 2% + y* = 1.
b) Soit z € F,, \ {0}. Dénombrer { (z,y) € ]FIQ,, 2 % =2}

274. * Soient p un nombre premier congru 2 1 modulo 4 et S I’ensemble S = {z,y,2) €
N®: p = 2? 4 4yz}. Pour (z,vy,2) € S on pose :

-sie <y—z, f(ryy,2) = (x+ 22,2, —x+y —2);

-siy—z <z <2y, f(z,y,2) =y —z,y,c —y+ 2);

-six > 2y, f(z,y,2) = (2 — 2y, 2 —y + 2,y).

Montrer que f définit une involution de S. En déduire que p s’écrit u? 4 v avec (u,v) € N2,

278. * * Soit G un groupe fini de cardinal 2n ol n est impair.

a) Montrer que G posseéde un élément d’ordre 2.

b) Montrer que G possede un sous-groupe d’ordre n.

Ind. Considérer ’application ® qui a ¢ € G associe ®(g) : G — G telle que, pour tout
x € G,P(g)(z) = gx.

¢) Trouver un contre-exemple si n est pair.

284. * On appelle nombre de coefficients positifs du polyndme P = Z ap Xk e R[X] de
k=0

degré n > 1 le cardinal de 'ensemble {i € [0, n], a; > 0}.

a) Soit P € R[X] de degré n > 2. Montrer que P? a au moins trois coefficients positifs.

b) Montrer que, pour tout entier n > 2, il existe P € R[X] de degré n tel que P? ait

exactement trois coefficients positifs.

285.* Soientn € N, P € Z[X] de degré majoré par n, A le pged de P(0), P(1),..., P(n).
Montrer que, pour tout k € Z, A divise P (k).
n 1/2
287 ** Pour P = ag + a1 X + -+ a, X" € C[X], on pose | P|| = Z |ai|?
i=0
a) Montrer que, pour tout P € C[X] et pour tout z € C, ||[(X — 2)P| = ||(1 — 2X)P|.
b) On suppose P unitaire et on note Mp le produit des modules des racines de P de module
supérieur ou égal a 1. Montrer que Mp < || P||.
-1 —1
¢) Montrer, pour 1 < k < n— 1, que |ag| < <n K )Mp + <Z 1).
291. % Soit M € M, (R).
a) Si M est inversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum pour la
rendre non-inversible ?
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b) Si M n’est pas inversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum
pour la rendre inversible ?

297. ** Soit M = (m; j)1<ij<n € M,(C). Ondit que (V, A, B) est une réalisation de M
si:

- V est un C-espace vectoriel de dimension d,

- A= (ay,...,ay) estune famille libre de formes linéaires sur V/,

-B = (by,...,by,) est une famille libre de vecteurs de V,

- pour tous 4, j, a;(b;) = m; ;.

On dit que d est la dimension de la réalisation.

a) Montrer que si M est réalisée par un espace de dimension d, elle 1’est aussi par un espace
de dimension d’ > d.

b) Trouver une réalisation de la matrice My = _11 11>

¢) Trouver la dimension minimale d’une réalisation de M.

300. * La matrice < (1) 20124

+o0
. (=D"  jont1
peut-elle s’écrire Z S AT T avec A € My (R)?
) — (2n+1)!

305. * Soit d > 2. On munit R¢ de sa structure euclidienne canonique. Soient d1,d2 > 0

avec 6; # 0. Soient z1,...,2, € R% On suppose que Vi # 7, i — ;|| € {01,02}.
d+1)(d+5

Montrer que n < (H%

Ind. Montrer que les f; : y — ([ly — z;]|* — 67) (|ly — x:]|* — 63) sont linéairement indé-

pendantes.

306. * * Pour n € N*, soit H,, = {M € M, ({-1,1}); M"M =nl,}.

a) Déterminer Hq, Hs et Hs.

b) Soitn > 4 tel que H,, # 0. Montrer que 4 divise n.

c) Alaidede A € H,,, construire une matrice B € Ho,,.

d) Soit p un nombre premier tel que p = 3 [4]. Montrer que H,, 41 n’est pas vide.

2n
1
321. [MPI] ** Soit (uy,) une suite réelle majorée telle que ¥n € N*, u,, = — Z Uj-
" k=n+1
Montrer que la suite (u,,) est constante.
* K “fini - * 1 1
322. On définit la suite (z,) par zp € C* et, pourn € N, 2,11 = 5 (% + — ).
n
a) Lorsque zp € R*, étudier I’existence de la suite (z,,) et sa convergence.

b) Méme question lorsque zo € C*.
326. * Soit f : R — R l-périodique.
. 1 ¢
On définit : VS € RN, Vn e N*, M,,(f,S) = - > F(Sk).
k=1

a) Montrer que la suite (M, (f,S)) converge pour toute suite S si et seulement si f est
constante.
b) On dit qu’une suite réelle (u,,) est équirépartie modulo 1 lorsque
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n 1
Vf € C(R,R) 1-périodique, %Zf(uk) -y /0 fx)da.

P n—+00
Montrer que la suite (1/n) est équirépartie modulo 1.

338.* * g) Soit f : R** — R une fonction convexe.

i) Montrer qu’il existe £ € R tel que @ —+> {; déterminer les valeurs possibles de /.
€T T—+00

ii) Si¢ € R, montrer que f(x) — £z posséde une limite dans R quand x tend vers +oo et

déterminer les limites possibles.

b) i) Soient f, g convexes et continues sur [0, 1] vérifiant max(f, g) > 0.

Montrer qu’il existe «, 3 positifs et non tous nuls tels que a.f + Sg > 0.

ii) Soient f1,...,fn : [0,1] — R convexes et continues vérifiant max(fi,..., fn) = 0.
n
Montrer qu’il existe o, . . ., a;, positifs et non tous nuls vérifiant Z afr = 0.
k=1

344. * Soient f : R — R de classe C' a support compact et E I’ensemble des fonctions ¢

—+oo
de R dans R, de classe C! bornées par 1. Déterminer sup { / fo' s o€ E}
o0

346 * Soit f : R — R intégrable et lipschitzienne. Peut-il exister un réel  non nul tel que
la série de terme général f(nzx) diverge?

355. ** Une série Z ay, est dite primitive lorsqu’elle est a termes entiers et il n’existe pas
n=0
d’entier d > 1 divisant tous les a,,.
a) Soit Z an et Z b,, deux séries primitives. Montrer que leur produit de Cauchy est une
n=0 n=0
série primitive.
b) Soit F(z) = Z cpz", ol ¢, € Z pour tout n, telle qu’il existe P et ) dans C[X] avec
neN

. . P(2)

PAQ =1etQ(0) = 1, tels que, pour z voisin de 0, on ait F'(z) = %) Montrer que
z
(P,Q) € QIX]*.
n

1 [2k\°
356. ** Soit n > 2. On pose g, = » 24k< k) . Soit K, I’élément de R,,[X] tel que
k=0

1
= K ™.
— 5, Kn(@) +o(a")
1 2 0 2
a) Montrer que — |Kn (e )| dé = g,.
2 0
b) Soit Z aj,z* une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, de somme

n
D a

k=0

f(2). On suppose que, pour |z| < 1, |f(z)] < 1. Montrer que < gn.

368. ** a) Soit z de classe C! au voisinage de +oc. On suppose qu’il existe 7 > 0 et A > 0
tels qu’on ait 2’ () + Az (t — 7) < 0 et z(t) > 0 au voisinage de +o0.
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Démontrer que x(t — 7) < au voisinage de +oo.

4
—(t
(A1)2 ®)
b) Soient x de classe C' sur R, m et ndans N*, Ay, ..., Ap, fi1, . - -5 fim des réels, 71, ..., Tn,
des réels strictement positifs, o1, . . ., o,,, des réels positifs.

On suppose que V¢ € R, z/(t) + Z ! (t — 73) + Z pix(t — o) = 0.
i=1 i=1

Démontrer qu’il existe c et K réels tels que, pour ¢ au voisinage de +oo, |2/ (t)] < Ke.

372. ** Soient n € N* et r € [0, n], P I’ensemble des projecteurs orthogonaux de R" sur
un sous-espace de dimension r et p € P. Déterminer I’ensemble des vecteurs tangents a P
en p.

386 * Une grille {1,2,3} x {1,2,...,n} modélise un tuyau vertical. On dépose a I’instant
t = 0 une goutte d’eau au point (2, 7). A chaque instant, si elle se trouve au milieu (i.e. en un

1
point (2, k)), la goutte descend d’un niveau avec probabilité 3 ou se déplace a droite (resp.
1 1
gauche) avec probabilité 1 si elle se trouve sur un bord, elle descend avec probabilité 5 ou

. a1
va au milieu avec probabilité —.

a) Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau a un instant ¢.
b) Calculer I’espérance du temps d’attente pour que 1’eau sorte du tuyau.

387. * @) Soient n € N* et X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur les entiers pairs entre 2 et 2n. Déterminer P(| X — Y| < 1) et P(|X - Y| < 2).
b) Soientn € N* et X1, ..., X,, des variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes et
identiquement distribuées. Pour m € N, on pose :

Sn(n) = [{(i.) € Ll [X; — X;| < m}].

Montrer que E(S,,(n)) = n+n(n — DHP(|X; — Xo| < m).

¢) Soit (z,,) € ZV.

Pourn € N* et € N, on pose : s, (n) = [{(i,5) € [1,n]*; |z; — x;| < m}|.

Montrer que pour tout n € N*, so(n) < 3s1(n).

d) En déduire que, si X,Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes et
de méme loi, alors P(| X — Y| < 2) <3P(|X - Y| < 1).

390. ** Soient o > 0 et (B;)ien~ une suite de variables aléatoires indépendantes telle que
1
PB;=1)=1-P(B;=0)= —.SoitS={neN* B, =1}.
/I/Oé
a) Donner une condition sur o pour que .S soit infini presque sirement, puis pour que S soit
fini presque slirement.
b) On suppose o < 1. Onpose 3 > 0 et N = max{n € N*, SN [n,n +n’] = 0}. Donner
des conditions sur 3 pour que P(N = +00) = 1 et pour que P(N = +00) = 0.
¢) Montrer que, presque sirement, il existe un rationnel v tel que Lfy2 | & S pourtoutn € N.

391. ** Soient N > 1, u une distribution de probabilité sur [1, N] telle que x(1) > 0,
(X1n)n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi x. On pose Sy = 0 et, pour
neN*S,=X1+ -+ X,.S0it E = {S,,,, m € N}.
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N
a) Pour n € N*, montrer que P(n € E) = Zp(k) P(n—ke€E).

k=1
“+oo N
Onpose F': z — ZP(n eEE):"etG:z— Zu(k)zk
n=0 k=1 .
b) OnposeD = {z € C, |z| < 1}. Montrer que : Vz € D, F(z) = =G0
— z

¢) Montrer que 1 est un pole simple de I et tous les autres pdles de /' ont un module
strictement supérieur a 1.

1
d) Montrer que P(n € E) =3 E(X))
n—-+00 1

Ecole Polytechnique - ESPCI - PC

412.* Soientn > 2etag, ..., a, € R. Montrer qu’il existe un entier ¢ € [0, n] tel que I’on
% n
ait Zak - Z ar| < sup |ag|.
k=0 k=i+1 0Sksn

413. ** Soit P = X2 + 1 X + ¢ a coefficients dans N. Déterminer les suites d’entiers
naturels (a,,) telles que, pour toutn € N, P (a,) = ap+1ant2.

436.* * Soit f € L (S,(R),R) telle que VM € S;7(R), f(M) > 0. Montrer que f est une
combinaison linéaire des formes linéaires px : M — X TMX avec X € M, 1 (R).

439. ** On note F I’ensemble des polyndmes non nuls a coefficients dans {—1,0,1} et A
I’ensemble des racines des polyndmes appartenant a F. Déterminer I’adhérence de A.

440. * Chercher les fonctions f : R? — R? bijective, continue, dont la réciproque est
continue et telle que, pour toute droite D, f(D) est une droite.

1 1 ,
446. ** On note a = V2. Pour n € N*, soit S,, = — E ————. Etudier la
" en E_q
a<k<a+1 )

convergence de la suite (S,,).

459. ** Soit f € C°([0;27],R) telle que f(0) = f(27). Soit n € N. On suppose que,

27 27

pour tout k£ € [0; n], on a / f(t)sin(kt)dt = f(t) cos(kt)dt = 0. Quel est le
0

0
nombre minimal d’annulations de f ?

1
460. * * Soient f,g € C°([0;1],R) tellesque/ fg=0.
1 1 1 1 %2 1 1\ 2
a) Montrerque/ f2</ g) —|—/ 92</ f) 24(/ f/ g).
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1\ 2
b) Montrerque/ f2/ gz>4</ f/ g) .
0 0 0 0

2
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—+o0
468. ** La fonction f : x Z(—l)kxk! admet-elle une limite lorsque z tend vers 1~ ?
k=0

/2
471.** Pour x > 0, on pose I(z) = / cos(z cos @) df.
0

a) Ecrire I(z) sous la forme d’une série.
b) Montrer que I(z) = O(z~/*) quand z tend vers +oco.

480. ** Soit f : [0;1] — R une fonction croissante. Pour n € N*, montrer que la fonction
= k
Dn @ T Z (:)f() 2% (1 — )"~ " est croissante sur [0, 1]. Interpréter d’un point de
n
k=0
vue probabiliste.

481. ** On étudie un groupe de cellules. A I’instant initial, n = 0, il y en a une. A chaque
instant, chaque cellule peut de fagcon équiprobable : mourir, rester telle qu’elle est, se diviser
en 2, se diviser en 3. Calculer la probabilité que le groupe disparaisse.

482. ** Soient p € ]0,1[, (X,,)nen une suite de variables aléatoires définie par X, = 0 et,
pourn € N, X,,4+1 = X, + 1 avec une probabilité p et X,,; = 0 avec probabilité 1 — p.
Déterminer la loi de X,,, son espérance et sa variance.

Mines - Ponts — MP - MPI

535. % Soientn > 2 et A € M,,(C) non nulle et non inversible.
a) Montrer qu’il existe p € N* tel que C" = Im(AP) & Ker(AP).
b) Montrer qu’il existe r € [1,n — 1], Ag € GL,(C) et N € M,,_,.(C) nilpotente tels que

. Ay | O
A est semblablea( 0 N)

¢) On suppose qu’il existe m > 2 et B € M,,(C) tels que A" B = A.
Montrer que A™"B = A" 'BA=... = BA™.

559. * Soient E = C°([~1,1],C) et g € C°([~1,1],[~1, 1]) surjective et croissante. Soit
® € L(F) définie par : Vf € E, ®(f) = f o g. On considere F' # {0} un sous-espace de
dimension finie de E stable par ®.

a) Montrer que ¢ est un automorphisme.

b) Montrer que 1 est I’'unique valeur propre de ¢ 5.

¢) Montrer que u = ®r — idp est nilpotent.

635. * Soient E un espace vectoriel normé et f une forme linéaire continue non nulle. Soit
xo € Etel que f(xo) # 0.
|f (o)
a) Montrer que : =
) q HfHOP d(mo,Ker f)
b) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

D FaecE,||fllop = |J|C|S:T|)|; (i) Jy € Ker f,d(xg,Ker f) = ||zo — y]|.

636. * Soient || || une norme quelconque sur R” et || ||o, la norme d’opérateur associée.
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a) i) Montrer qu’il s’agit d’une norme sur M., (R).
ii) Montrer qu’elle est sous-multiplicative.

1 \k
b) Soit A € M,,(R). Pour tout k € N*, on pose : u(A) = (In + EA) .

i) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que (ug(A)) est une suite convergente et
préciser sa limite.
ii) Montrer le méme résultat dans le cas général.

638. * a) Montrer que GL,, (R) est dense dans M., (R).

b) Existe-t-il une norme N sur M, (R) telle que, pour tout couple (A, B) de matrices sem-
blables de M,,(R), on ait N(AB) = N(BA)?

sin(z)

———du.
1+ /sin(2x)

b) Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R.

/2
701. ** g) Calculer /
0

/2 /2
Montrer que f(sin(2z)) sin(z)dz = (cos?(y)) cos(y)dy.
0 0
+oo .
. sin (2"x)
710. * Soit f : —
oit f : x — Z o

n=0
a) Montrer que f est définie sur R.

b) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

824. ** Soient X,Y deux variables aléatoires a valeurs dans R**. Minorer aussi précisé-
ment que possible E(X/Y).

Mines - Ponts — PSI

920. * Soit f une application continue de R dans R telle que f o f = 2f — id.
a) Montrer que f est une bijection strictement croissante de R dans R.

1
b) Onpose fo = fet,pourn € N, f,11 = f o f,. Montrer que <fn) admet une limite,
n

que I’on précisera.
¢) Déterminer f.

Centrale - MP - MPI

1197. * Soient n € N* et p un entier premier impair. On note GL,,(Z) I’ensemble des
matrices M € GL,,(R) telles que M et M ~' sont a coefficients entiers.

a) i) Rappeler la définition de la comatrice.

ii) Montrer que GL,,(Z) est I’ensemble des matrices de M,,(Z) dont le déterminant vaut
+1.

b) Soit M € M, (C). On suppose qu’il existe k € N* tel que M* = I, et que A =

1
—(M —I,,) € M, (Z). Montrer que M = I,,.
p

¢) Déterminer un majorant des cardinaux des sous-groupes finis de GL,,(Z).



Revue de la filicre Mathématiques 17

1205. * a) Justifier la définition de I’exponentielle de matrice.

b) Calculer exp(A) pour A = (_Ot é) ett € R.

¢) Considérons une matrice A diagonalisable. Calculer exp(A) en utilisant des matrices de
passage. Montrer que exp(A) € K[A].

d) Dans cette question, on admet I’existence et I'unicité de la décomposition de Jordan-
Dunford. En notant D + N la décomposition de Jordan-Dunford de A, montrer que la dé-

composition de exp(A) est exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,).



