Lycée Frangois Premier - MP (2023/2024)

Colle de la semaine du 20/11

Pour cette semaine le programme porte sur les suites et séries de fonctions et le début des séries entieres :

Suites et séries de fonctions
— Convergence simple et uniforme pour une suite de fonctions; la convergence uniforme implique la convergence
simple ; exemples divers.
— Convergence simple, uniforme et normale pour une série de fonctions; la convergence uniforme équivaut a la
convergence simple et la convergence uniforme du reste vers la fonction nulle; la convergence normale
implique la convergence uniforme ; exemples divers.

— Théoreme de continuité : Si (f,,) est une suite de fonctions continues, la convergence uniforme de (f,) (resp.
+oo
>~ fn) sur une partie X implique la continuité de la fonction limite (resp. Z fn) sur X.
n=0
— Théoreme de la double limite : pour (f,,) une suite de fonctions sur X telle que, pour tout n, f,, admet une
limite [,, en un point a adhérent & X, on a :
si (fy) converge uniformément vers f sur X alors (I,,) admet une limite [ et f tend vers ! en a,

+oo +oo
si Y fn converge uniformément sur X alors la série > [,, converge et E frn tend vers E l, en a.
n=0 n=0

— Théoreme d’intégration : Si (f,,) est une suite de fonctions continues, la convergence uniforme de (f,,) (resp.

+oo b b
Z fn) vers f (resp. Z fn) sur le segment [a,b] de R implique : lim / fu(t) dt = / f(t) dt (resp.
n—+oo J, a

n=0

+too b b +oo
fa(t) dt = fa(t) dt).
> [ =[5

— Théoreéme de la classe C' : Si (f,) est une suite de fonctions de classe C* sur I qui converge simplement vers f
sur I et telle que ( f,/l) converge uniformément vers g sur tout segment de I alors la fonction f est de classe C!
sur I et f = g. Thm. de dérivation terme & terme pour les séries de fonctions.

— Extension du thm. précédent pour une suite ou série de fonctions de classe C*.

— Exemple : fonction zéta de Riemann.

— Toute fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme de fonctions en escalier ; révisions
sur les sommes de Riemann.

— Théoreme de Weierstrass : toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de fonctions
polynomiales.

Séries entiéres d’une variable complexe :
— Définition, lemme d’Abel, rayon de convergence
— Utilisation des relations de comparaison et de la regle de d’Alembert pour déterminer le R.C.V.
— > anpz™ et Y na,z™ ont méme R.C.V.; invariance du R.C.V. par décalage d’indice.

Enoncés, exemples et démonstrations a préparer :

- La convergence uniforme d’une suite de fonctions implique la convergence simple.

- > fn converge normalement sur I = > f,, converge uniformément sur I.

- Si (fn), suite de fonctions continues, converge uniformément vers f sur X alors f est continue sur X.
- Théoreme d’intégration sur un segment pour une suite de fonctions.

- thm. de classe C! pour une suite de fonctions.

- La fonction zeta de Riemann est de classe C*° sur son ensemble de définition.

- La fonction zeta de Riemann tend vers 1 en +o0. - lemme d’Abel.

Approfondissements :

- Théoreme d’approximation des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier.

- Lemme de Riemann-Lebesgue : Soit f € CM([a,b],C), m.q. im0 fab f(H)eM dt = 0.

- Si f est limite uniforme sur R d’une suite de fonctions polynomiales alors f est une fonction polyndmiale.

- Soit (a,b) € R? avec a < b et (f,) € C([a,b], R)N. On suppose qu’il existe K > 0 telle que pour tout n € N, f,, est
K-lipschitzienne et que (f,) converge simplement sur [a, b] vers une fonction f. Montrer que (f,) converge
uniformément vers f sur [a, b].

- Soit E un espace vectoriel normé.

1. Soit (f,,) une suite de fonction de X dans FE ot X est une partie de E et a € X. On suppose que (f,,) converge
uniformément vers une fonction f continue sur X. Montrer que pour toute suite (a,) d’éléments de X qui converge

vers a on a fp,(x,) WS f(a).

2. Soit K un compact non vide de E et, f : K — K telle que pour tout (z,y) € K2, z # vy, ||f(z) — f(W)|| < ||z — y||.
Montrer que f possede un unique point fixe.




3. Soit K un convexe compact de E et f: K — K une fonction 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe
dans K.

Les approfondissements concernent les éleves suivant : Chaubin, Maniols, Lagrue, Eymard-Leblanc, Koueta,
Grandville, Rousselier, Chaumont, Benyeloul.

Exercices de la banque CCINP a préparer :
— (CCINP 8) 1. Soit (uy), ¢y une suite décroissante positive de limite nulle.

a. Démontrer que la série Z (fl)k uy, est convergente.

b. Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)k U,
(_1)” e~ nT

2. On pose : Vn e N* Vz eR, f,(x) =
n

a. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions g fn. b. Etudier la convergence uniforme sur
n=1

[0, 400 de la série de fonctions Z I
n>1

— (CCINP 9) 1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.

Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

2

2. (?n pose fn(z) = Zi 1e*m2 cos (v/nz).
a. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy,).
b. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 4+o00[?
c. Soit a > 0. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, 00| ?
d. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur |0, +-oo[ ?

o (2 ’
(CCINP 10) On pose f, (z) = (2% +1) i a

ne® + xe”
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].
1

2. Calculer lim (:c2 + 1) mdx.
n——+oo n + X
0
— (CCINP 11) 1. Soit X une partie de R, (f,,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers
une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (z,,),y d’éléments de X telle que la suite (fn(2n) — f (2n)),cy ne tende

pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin (nx)

2. Pour tout € R, on pose f,(z) = T3 n2a?

a. Etudier la convergence simple de la suite (f,).
b. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a, +oo| (avec a > 0), puis sur |0, +-00].
— (CCINP 12) 1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et que, pour
tout n € N, f,, est continue en zq, avec xg € [a, b]. Démontrer que f est continue en x.
2. On pose : Vn e N* V& € [0;1], gn(x) = 2.
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?
— (CCINP 14) 1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b et (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b], &
valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite < / fn (z) daz)
a

neN
b

converge vers [ f(z)dx.

a
2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% +oo +o0 1
3. Démontrer que / " | dx = — .
0 — — n2"
n=0 n=1

— (CCINP 15) Soit X une partie de R ou C .
1. Soit Z fn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis celle de la convergence uniforme de

an sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.
2

P . n . p . .
3. La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n!
ReRY?



— (CCINP 17) Soit A C C et (f,) une suite de fonctions de A dans C.
1. Démontrer 'implication :
la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A = la suite de fonctions (f,,) converge uniformément
vers 0 sur A
2. On pose : Vn € N, Va € [0;+00, fn(z) = naZe =V
Prouver que Z fn converge simplement sur [0; 4o0].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[ ? Justifier.

e
1+4n
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].
2. Soit a € ]0,1[. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?
4. Trouver la limite de la suite (un),, ¢y -
— (CCINP 53) On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par

fn(x)

—x 1
— (CCINP 27) Pour tout n € N*, on pose f, () T2 et u, = / fn (x) de.
0

T 1+ it

+oo
1.a. Prouver que Z fn converge simplement sur R. On pose alors : Vo € R, f(z) = Z fu(z).
n=1 n=1

b. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Z fn converge-t-elle normalement sur [a,b] ? sur [a, +o00[?
n>=1

c. Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +o00[ ?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer IETOO f(z).

— (CCINP 16) On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn € N*, Yz € [0,1], up (2) zln(Hi) _T
" e
s . _ f _ E
On pose, lorsque la série converge, S(z) = nzl [ In (1 + n) TJ

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).
— (CCINP 48) C°([0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C?([0,1],R) telle que : Vn € N, / t"f(t)dt = 0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
. Soit (P,,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1] vers f.
. Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f2.

1 1
. Démontrer que / f2(t) dt = lim / P, (t)f(t)dt.
0 n—+oo Jq
1

S )

o

o

. Calculer / P, (¢t) f (¢t)dt.

0
3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0,1].
— (CCINP 20) 1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes :

(n')2 2n+1 (=)™ _n n
Z Wz Z n z Z cosnz".
— (CCINP 21) 1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere de la variable complexe.
2. Soit (@n),,cy une suite bornée telle que la série Z ay diverge.
Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z anz" 7 Justifier.
—1yn 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z (\/ﬁ)( ™ (1 + \/>> 2z 7
n
n>1

— (CCINP 47) Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de
convergence et calculer la somme de la série entiere sur 'intervalle ouvert de convergence :

2
E 3ha E anz" avec { 2T &
n n 5n+1

a2n41 =
n>1 nt




