MP Cours : Dynamique des solides S2l
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

Illustration du cours : rugosimétre tridimensionnel a grande vitesse (extraits du concours Mines-

Ponts 2006)

La rugosimétrie est la mesure de I'état de

surface des piéces mécaniques. L'ordre de

grandeur des défauts mesurés est le micron.

Cette mesure des états de surfaces est aussi

répandue et indispensable que la mesure des

caractéristiques dimensionnelles et

géométriques des pieces mécaniques (longueur, . .

orientation, perpendicularité..). La figure ci-dessus représente un relevé rugosimétrique

tridimensionnel d'une partie d'une aube de turbine de haute précision (a droite en fausses couleurs).

La mesure de rugosimétrie repose traditionnellement sur deux éléments distincts : le capteur, qui peut

etre mécanique (palpeur) ou optique, et le traitement du signal et des données (algorithmes

informatiques), qui permet de traduire les mesures physiques de base, produites par le capteur, en
données numériques exploitables, représentatives des caractéristiques physiques de la surface
analysée.

De la conjonction des caractéristiques techniques du capteur et du traitement numérique vont découler

les qualités essentielles du rugosimetre : sa rapidité ; sa résolution ; sa précision ; son amplitude de

mesure. Lorsque I'ensemble est suffisamment rapide, il peut &tre utilisé pour réaliser des relevés de
surface (z fonction de (x, y), ou « mesure 3D ») et non plus simplement des profils linéaires (z fonction
de x, ou « mesure 2D »).

Le principe d'un capteur opto-mécanique (association d'un capteur optique et d'un capteur mécanique) a

été retenu, pour ce prototype. Il est décrit succinctement ci-apres :

* un capteur optique assure une résolution verticale comparable a celle des meilleurs capteurs
mécaniques actuels (< 10 nm). Ce capteur, de faible amplitude de lecture (20 pm), permet une mesure
rapide des hautes fréquences spatiales (variations rapides) des profils rugosimétriques ;

* un asservissement mécanique vertical a grande amplitude (environ 10 mm) permet a la té€te optique de
suivre les moyennes et basses fréquences spatiales (variations plus lentes) des profils. Un second
capteur donne la position verticale de la t€te optique.

Le profil complet sera obtenu par la somme des signaux fournis par les deux capteurs. Le déplacement

vertical du capteur optique est assuré par une Unité de Rotation (U.R.) portée par le coulisseau (2)

(figure ci-dessous) :

. >
Rotor (1) Coulisseau (2) : 0
|
[ | iy
Moteur U.T. LI—l—i’\/\_/\,l I_,I ' _II /—\ / }\? _
Capteur optique
| Moteur UR.
Bati (0) 7
NN N 'f |

Unité de Translation Unité de Rotation

Ce capteur opto-mécanique est lui-méme déplacé au-dessus de la surface a mesurer par une Unité de
Translation (U.T.) a vitesse régulée, ce qui permet d'obtenir un « profil 2D », z fonction de x. La vitesse
de déplacement visée par ce prototype est de 20 mm.s™. Dans sa future version 3D, une seconde U.T.

de direction (Y ) permettra de donner une image de la surface par une juxtaposition de profils 2D : on
«scannera» la surface.

Les calculs d'avant-projet doivent permettre de dimensionner les différents composants qui seront
utilisés et de définir certains parametres de réglages (parameétres d'asservissement ..). Les calculs
prévisionnels visent, dans un premier temps, a déterminer les équations dynamiques qui permettront de
déterminer les couples moteurs (minimum) des différents actionneurs en fonction des caractéristiques
géométriques, massiques et inertielles des piéces ainsi que des conditions d'utilisation.
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

1 - Cinétique :
1.1 — Rappels :

- masse d'un systéme matériel : me = J[l: p(M) dv avec  dv = volume élémentaire en M
p(M) = masse volumique en M

- centre de gravité (de masse, d'inertie) G: e GM dm=0 = mg OG =J; OM dm

Remarque : si E est un solide indéformable, alors G est fixe dans tout repére lié a E.

Premier théoréme de Guldin :

L'aire de la surface engendrée par une courbe
plane C tournant autour d'un axe Ade son plan P,
ne la traversant pas, est égale au produit de la
longueur de la courbe par le périmétre du
cercle décrit par son centre de gravité.

S=2rnrg L

Deuxieme théoréme de Guldin :

Le volume engendré par une surface S plane
tournant autour d'un axe A de son plan, ne la
traversant pas, est égal au produit de l'aire de la
surface par le périmetre du cercle décrit par son
centre de gravité.

V=2rnrg S

V=2z.R/2. Rh

Remarque : ces 2 théorémes permettent de trouver des surfaces, des volumes ou la position de
centres de gravite.

1.2 - Principe de conservation de la masse :
E est a masse conservative si, Vt; et to, m(E,t;)) = m(E,tp)

Conséquence : soient E un ensemble matériel en mouvement / repére R

et f (M,t) un champ de vecteurs défini en tout point M de E, continiment
differentiable par rapport a t (vitesse, accélération...),

le principe de conservation de la masse permet d'écrire :

d| e _ | df(m, 1)
ahf(M,t)dm} = ![T} dm

R

R
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

1.3 - Opérateur d'inertie d'un solide :

1.3.1 - Moments d'inertie d'un solide :
- par rapport a un axe A :

H = projection orthogonale de MeS sur A= (O, 1)

IS, A) = Js MH?dm | = [5d% dm = lou(S)

d = distance de M a I'axe A unité: kg.m?

- par rapport a un point A : | 1a(S) = Js AM 2 dm

Soit M de coordonnées x, y, z dans le repéere (O, X, y, Z):

1o(S) = [s (X*+y*+7°) dm lox (S) = s (y*+72°) dm
Si le moment d'inertie, proportionnel au carré de la distance a I'axe de rotation, est faible, le solide

atteint rapidement sa vitesse de rotation nominale autour de cet axe = nécessité de diminuer
I'inertie des solides en rotation (moteurs, ...).

L'inertie peut étre utile pour réguler des mouvements (volants d'inertie).

1.3. 2 - Théoréme de Huygens :

Soit un axe U passant par le centre de gravité G d'un solide S
et un axe paralléle a la distance d passant par le point A. On
cherche la relation entre lgy(S) = lau(S)

lau(S) = Js HM2dm = [s (HK + KM)? dm
= [s HK2dm + [ KM2dm +Js 2 HK .KM dm

=md? +ley(S) + 2 Js HK .KM dm

+2 [y BIerRG dm +2 Js FR. G d

e

+2d Vv .Js GMdm

or Js GMdm=0 par définition du centre de gravité

dol  |1ay(S) = leu(S) + m o’

1.3.3 - Matrice d'inertie d'un solide en O (préciser le repére R 1) : (ou tenseur d'inertie)

avec Poxy = | xy dm = produit d'inertie / plan Oxy
IOx 'POxy ‘POxz A -F -E
l4(S)={-Poxy loy -Poy.|=|-F B -D et lox =] (y* + z) dm =moment d'inertie / Ox
'POxz 'POyz Ioz -E -D C
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

L’opérateur étant linéaire, il est représentable par une matrice réelle symétrique. Cette matrice
d’inertie du solide S écrite au point O et dans la base B (X,y, Z) est souvent notée :

A -F —-E
los]=|-F B -D
~E -D C |g 5

Avec OP = XX + Yy + 7Z

moments d'inertie : produits d'inertie :
A:j(y2 +2%)dm /axe (O, X) D:jyz.dm / axes (0,Y), (0, 2)
S S
B= I(22+x2)dm laxe (O,Y) E:jzx.dm /axes (0,2), (O,X)
S S
C= j(x2 +y?)dm Jaxe (O, 2) F:fxy.dm /axes (0,X), (0, V)
S S

On montre que le moment d'inertie du solide S par rapport & un axe U passant par O s'écrit :

lou () = T. 1o(S) T e | Pow (S) = T. Iy(S) ¥

1.3.4 - Triédre principal d'inertie :

La matrice d'inertie étant symétrique et réelle, il existe un repére R' dans lequel la matrice est
diagonale. Ce repére est appelé repére principal d'inertie et les 3 axes, directions principales
d'inertie. Les moments d'inertie A', B' et C' sont les moments principaux d'inertie de S en O.

1.3.5 - Propriétés de la matrice d'inertie :
Si un solide posséde un plan de symétrie (par exemple, le plan Oxy), alors les produits d'inertie Poy,

et Poy, sont nuls (démo: on calcule les produits d'inertie pour z>0 et pour z<0: la somme des 2
s'annulent). La matrice a alors la forme suivante :

— A -F 0
bA

-F B O

0 0 C
I'axe perpendiculaire a ce plan (donc z) est principal d'inertie. A0 O
Si I'axe Oz est un axe de révolution (Attention :
pas un axe de symétrie !), alors les moments 0 A 0
d'inertie Iy et I, sont égaux et les trois produits
d'inertie sont nuls et la matrice d'inertie a I'allure ci- 0 0 C/--z
contre.

Deplus A=C/2 + sz.dm donc on calculera tout d’abord C, puis Izz.dm , pour en déduire
PeS PeS

A au lieu de calculer A a partir de sa definition (calcul trop long !).
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

Remarque : La base sera toujours liée au solide ainsi [’exploitation des symétries matérielles est
aisée et les termes de la matrice sont constants dans le temps.

Matrice d'inertie en G du cylindre de masse m, Matrice d'inertie en G d'un parallélépipede
de rayon R et hauteur h, d'axe (G, z) : de masse m, de cOtés a, betc:
RZ h? m.,.» 2
SANARLLE — (b
e+ 75) 0 0 50"+ 0 0
R? h? 0 M a2 4 2 0
0 m(T + E) O 12 (a +C )
R2 m 2 b2
0 0 nR- . 0 0 o (@ +b%) v

Si S se compose de plusieurs solides élémentaires et si les matrices correspondant aux solides
élémentaires sont définies au méme point et dans la méme base :

n
[losls = i?1[| (O,Si)]B (méme point et méme base)

Si le solide possede une forme creuse, la matrice associée a cette forme sera affectée du signe
moins.

1.3.6 - Théoreme de Huygens :

Ce théoréme donne la relation existant entre |(S), matrice d'inertie du solide S au centre de gravité
G, et 15(S), matrice d'inertie en un point P quelconque tel que PG =x X + yy+zz

m(y*+z%) -mxy -mxz
I5(S) = ls(S) +| -mxy m(x*+7°) -myz
-mxz -myz m(x*+y?)

Donc, la matrice d'inertie en un point quelcongue P est la somme de la matrice d'inertie exprimée
en G et de la matrice d'inertie en G « du point P affecte de la masse totale ».

Remarques :

* les moments d’inertie sont minimaux lorsqu’ils sont calculés par rapport a des axes passant
par G.

= (y?+Z°) représente le carré de la distance entre les axes (P, X) et (G, X)

» les composantes du vecteur PG doivent nécessairement étre exprimées dans la base du
solide, puisque la matrice d’inertie est toujours exprimée dans la base associée au solide.
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

Inertie de I'ensemble (3):
- masse : m3 = 8g
- centre d'inertie (63) : AG, =r.g avec r = 27,5mm

- matrice d'inertie en (A):

A -F -E
I(A3)=|-F B -D N
E -D C

(AX5,Y3.23)

Détermination de la matrice d'inertie de I'ensemble (3) en son centre de gravité G; par application du
théoréme de Huygens :

A -F -E 0 0 O A —F “E
1(G;,3)=|-F B -D -mg[0 r* 0 =|-F B-mur*> -D
- -D C |:vn 0 0 r? -E  -D C-myr? T

1.4 - Torseur cinétique (ou torseur des quantités de mouvement) d'un systeme matériel E par
rapport au repére R :

1.4.1 — Définition :

J P(E/R) = I\7(M /R)dm \ = résultante cinétique ou quantité de mvt
E

CER) = \

S(AE/R) = Im AV(M/ R)dm[ = moment cinétique en A de E/R
E

d'aprés le principe de conservation de la masse :

ﬁ(E/R)zj{‘“j—tM

d| =0 df — .
Rdm = auowlolmlz a[moe]R =m V (GR)

Relation entre les moments cinétiques en deux points A et B :
G (B,EIR) = 6 (AEIR) + BA Am V (G/R)
1.4.2 - Cas du solide indéformable S :

S(A,S/R) = [AM A[V(A €S/R) + (3(S/R) A AM]dm
S

(jMdm)AV(A eS/R) +j(m AQ(S/R) A AM)dm

m AG A V (AcSIR) + X

Calculons le vecteur X:

X o) | X Yo, ~Zay X oy (Y + Z°) - xyoy - Xz,
yalay Aly =] zox-xo, Aly =| - xyox+ - oy (X + 2%) - zyo,
z o, |z Xoy-yoy |z - XZox - Zyoy+ @ (X° + Y7
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

d'ou -
m V (GeS/R) \
C(sR) =
Al 5(ASIR)=mAG A V (AeS/R) + |A(S).§2(S/R)[
Cas particuliers:  *AenG =  5(G,SR)=lsS) Q(SR)
* AeS et fixe dans R = 5 (ASR)=lAS) Q(SR)

1.4.3 — Remarques importantes :
5'A(5/R) = [I(A,S)]BS '(QS/R)BS +MAG AV pes/r

- Aest quelconque

- la matrice et le vecteur vitesse de rotation doivent étre écrits dans la méme base Bs, base liée
au solide (sinon on changera de base le vecteur vitesse de rotation et pas la matrice ...)

- la base Bs est liée au solide car les symétries matérielles permettent de simplifier la matrice
et, de plus, ses termes sont constants dans le temps (plus simple pour la future dérivation)

- on pourra trouver 3 bases différentes dans I’écriture d’un méme moment cinétique :
Oazioy =M Xa v B, liée au solide 2, By base liée a la référence (galiléenne),

B, base de projection.

Moment cinétique de I'ensemble (3) :
- masse : m3 = 8g
- centre d'inertie (63) : AG;=r.X; avecr = 27 ,5mm

- matrice d'inertie en (A):

A -F -E
I(A3)=-F B -D
£ -D C (AX3,Y5.25)

Détermination du moment cinétique de I'ensemble (3) en son centre de gravité Gs.

Premiere solution : utiliser le théoréme de Huygens pour déplacer la matrice d'inertie au point 63
Précédemment nous avons trouvé :

A —-F -E
1(G,;,3)=|-F B-myr?  -D
2
_E _D C_m3.r (Ga,g,ﬁ,z)
A -F -E 0 -Fé
Donc 663(3/0)=[|(GS,3)]B3.(§—23,0)83= -F B-m,.r? 5 16 =|(B-m,.r?).0
-E D C-m.r? -D.6

(G5, % ¥5.33) L= d(%.y5.23) Gy, %, ¥223)
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

Deuxieme solution : calculer le moment cinétique au point A (car matrice donnée en A) puis utiliser la
relation de Varignon

Puisque le point A n'est pas fixe :
5,(3/0) =[1(A3)]Q(3/0) + m,.AG, AV (A,3/0)
A -F -E] [0
=|-F B -D| .|0| +murx AxX,
-E -D C |, |0],
=—F.0%+(B.6—m,rxsing)y,-D.o.Z,

or  V(G,,3/0)=V(A3/0)+Q3/0) A AG, = XX, + 0.y, AT.X,=XX, —I.0.Z,

Donc la relation de Varignon donne :
G5, (3/0) =G,(3/0)+G,AAm,.V, (3/0)

——F.0% +(B.6—m.r xsin )y, — D.O.Z,—1 X, AM, (XX, —1.0.Z;)

:—F.é)?ﬁ(B.é—W)%—D.9.23+ r.m,%sin .y, —r’.m,.0.y,

=—F.0%+(B6-r’m,0)y,~- D6z,

Ces deux calculs montrent qu'il est nécessaire de bien réfléchir avant de choisir une méthode ...

1.5 - Torseur dynamique (ou torseur des quantités d'accélération) d'un systeme matériel E par
rapport au repere R :

1.5.1 — Définition :

( A(ER) = jf(M /R)dm = résultante dynamique de E/R
E

ER= \>
)

A\ S(AE/R) = jm AT(M/R)dm = moment dynamique en A de E/R
E

d'apres le principe de conservation de la masse : ﬁ(E/R) =m I (G/R)

donc la résultante dynamique est la dérivée par rapport au temps de la résultante cinétique.
Relation entre les moments dynamiques entre deux points A et B :
§ (B,ER) = § (AE/R) +BAAMT (G/R)

1.5.2 - Relation entre moment cinétique et moment dynamique pour un solide indéformable S:

%[E(A,S/R)]R =%{ ! AM AV(M/R)dm}R — ! %[/TM AV(M/R)]Rdm

= j (V(M/R) -V(A/R)) AV(M/R) dm + j AM AT(M/R) dm
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

4+
soit: 8(A,S/R) = %[8(A,S/R)]R +mV(A/R) A V(G/R)
Cas particuliers:  *Aen G = S(G,S/R)z%[&(G,S/R)L

* Solide Sen translation = & (GeS/R) = 0 mais 8 (MeS/R)# 0!
. A £ = _dr-
A fixe dans R = a(A,S/R)—E[G(A,S/R)]R

Remarques : Comme il n'existe pas de formule simple pour le calcul du moment dynamique d'un solide, on
calcule en général le moment cinétique puis on dérive.

Le calcul du moment dynamique au centre d'inertie ou en un point fixe de R étant plus simple, il vaut mieux
d'abord calculer ce type de moment puis utiliser la relation liant les moments d'un torseur (relation de
Varignon) pour le calculer en un autre point.

Si le systéme est plan (Oxy), G et & sont portés par 7 :
G(AS/R)=m AG A V (AeSIR) + Io(S) Q(SIR) = o 7
Iz I, @ Z car xy est plan de symétrie
8(A,S/R) =%[6(A,S/R)]R+ mV(A/R) AV(G/R)

oz Iz

1.5.3 — Remarques importantes :

. d . . R
On(sir) = (EGA(S/R))R +MVyr AV R

A est quelconque

\7A,R = (% OA)R vitesse de A dans R, cf cinématique du point.

Attention, il existe des situations oU V,,, =V, : par exemple, si A est un point de
contact entre deux pieces avec condition de roulement sans glissement .

Le point G appartient forcément au solide alors Vs /r =Vacs/r

Moment dynamique de I'ensemble (3) : -
- masse : m3 = 8¢ Bras (3) TX5

- centre d'inertie (65) : AG,=r.x, avec r = 27,5mm A EB
- matrice d'inertie en (A) : |
A -F -E i
I(A3)=|-F B -D l X
£ D Cluzum 0

Détermination du moment dynamique de I'ensemble (3) en son centre de gravité G;.
Au centre de gravité, nous avons :
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

~ d _
5(33(3/0) :[5063(3/0)}
Ro

{%(—F.é)@ +(BO-r2.m,6)y, - D.é.zg)}

Ro
~F.O%+F.6"Z,+(BO-r"m,0)y,~D.0.7,—D.6° X,

—F.0-D.6?
= |BA-r’m.0
F.0’°-D.&

Rg

Détermination du moment dynamique de I'ensemble (3) au point A.
Le point A n'étant pas fixe, nous avons :

— d B ~ ~
Oy = |:a O_A(BIO):l +MVyr AV,
RU
{%(—F.é)@ +(B.é— m,.r.X.sin 0) y,—D.A.Z, )} + M, XX, A (XX, —1.0.2,)
Ro

—F.0-D.6?

= |B.H—m,.r.(%sin H+M)+W
-D.0 +F .07

~-F.0-D.&

= [BA-myrxsing

-D.0+F.0°

Rs

1.5.4 - Eléments cinétiques d'un ensemble E de n solides S; en mouvement / R :
n n
Cer = 3 C(iR) DERr)= 3 D(siR)
i=1 i=1

Remarques importantes :
= Pour les torseurs, attention de calculer les moments au méme point pour tous les solides.
» [l est interdit de déterminer le centre de gravité de I’ensemble pour éviter cette somme !!!
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MP Cours : Dynamique des solides S2l

2 - Principe Fondamental de la Dynamique : (PFD)
2.1 —Enoncé :
Il existe au moins un espace-temps galiléen tel que, pour tout ensemble mateériel E, le torseur

dynamique de E dans cet espace est constamment égal au torseur des efforts extérieurs appliqués a
E:

D ERrRy)=T Ext - E)

2.2 - Référentiels galiléens :
Espace - temps = repére a 3 dimensions (longueur en métre) + chronologie (temps en seconde)
espaces galiléens approchés :

* repére de Copernic (centre d'inertie du systeme solaire + 3 directions stellaires) — étude
des fusées interplanétaires

* repére lié au centre d'inertie de la terre + 3 directions stellaires — étude du mouvement
des corps restant au voisinage de la terre ou expériences de longue durée

* repére lié a la terre — mécanismes étudiés en laboratoire

On montre que tout repére R en translation rectiligne uniforme / Ry est aussi galiléen.

2.3 - Théoréme de la résultante dynamique : (TRD)

me T'(G, E/Ry) = R (Ext—E)

Une force de 1 Newton provogue une accélération de 1 m/s? au centre d'inertie d'un ensemble
matériel de 1 kg.

2.4 - Théoréme du moment dynamique : (TMD)

8 (A, E/Rg) = M a (Ext—E)

Remarque : En prenant A en un point fixe de Ry ou au centre d'inertie G de E, le moment
dynamique est eégal a la dérivée du moment cinetique d'ou les théoremes du moment cinétique :

%[G(A,E/Rg]Rg = M(A,Ext > E) et %[&(@, E/Rglg, = M(G,Ext —>E)
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Détermination du couple moteur C,;

Rotor (1) Coulisseau (2)
N\
|
Gy ‘ I ‘
Bati (0)
T

La figure ci-dessus présente le schéma et le paramétrage qui sera utilisé pour cette partie de I'étude.
Ce systeme comporte quatre piéces :

Le bdti (0) : On associe a cette piece le repére (R, =(O, g, y?, Z?)) que I'on considére galiléen ;

Le rotor (1) :

- moment d'inertie selon lI'axe (O, X—O ) noté Jy avec J; =107 kg.m? ;

- centre d'inertie (6,), avec @:—a.?o';

- la liaison pivot (LO/1), dont le parametre angulaire est goz(%,%) , présente un frottement visqueux
de coefficient f;, créant un moment My, , =— f.¢.x, (f, =5.10°Nm/(rd.s™))

- un moteur (M;) gere le mouvement de rotation de (1) par rapport a (0). Le couple moteur appliqué sur
(1) est noté : Cpyeirn 1 =Cru-Xo

Le coulisseau (2) :

- masse : my avec m; = 2 kg ;

- centre d'inertie (6,),

- la liaison hélicoidale (L1/2) (supposée parfaite) posséde un pas noté (pa) (pa = 0,5 mm/tour). Ce pas est
a droite (sens classique) ;

- la liaison glissiere (LO/2), dont le parametre de position (translation) est noté (x) : ﬁzx.g , présente

un frottement visqueux de coefficient f, , créant une force :
Foo=— % (f,=5N/(ms™))

L'ensemble (3) :
- masse : m; = 8g;
- centre d'inertie (63) : AG; =r.X; ;

A -F -E
- matrice d'inertieen (A): 1(A3)=|-F B -D
-E -D

(A X3,Y3.23)

- la ligison pivot (L2/3), de parameétre angulaire 6’=(%,x:), présente un frottement visqueux de
coefficient fs , créant un moment : M,, .=— f,.0.y,

- un moteur (M3) gere la rotation de I'ensemble (3) par rapport a (2). Le couple moteur appliqué sur (3)
est noté : C_eurs—3=Cms-Yo

- un systeme d'équilibrage (ressort de torsion) permet a la téte optique d'étre horizontale (6 = 0°) en
position de repos, c'est-a-dire lorsque le moteur (M3) n'est pas alimenté. Ce systeme d'équilibrage
exerce sur |'ensemble (3) un couple de rappel noté : 6:C, yj avec C. = ~(Kiors . © + Cp ) . Le terme Cg
permet d'équilibrer le moment en (A) créé par I'action de pesanteur sur (3) lorsque (6 = 0°).
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Quelle stratégie pour trouver C.; ?
La détermination de C, impose d'écrire le TMD projeté sur (O,%) a « au moins » (1).

En isolant seulement (1), cette équation ne fera pas intervenir les inconnues de liaison avec le bati (pivot
parfaite), mais il faudrait au préalable déterminer le couple transmis par la liaison hélicoidale sur X, !

En isolant (1+2), il n'est plus nécessaire de déterminer le moment transmis par I'hélicoidale (action
intérieure), mais cette équation nécessitera de déterminer au préalable le moment transmis par la
glissiére avec le bdti et le moment transmis par (3) au point A ...

En isolant (1+2+3), il n'y a plus que le moment transmis par la glissiere, mais il faudrait calculer trois
moments dynamiques : celui de (1), de (2) et de (3) ..

Nous allons donc isoler seulement (1) et déterminer au préalable le moment transmis par la liaison
hélicoidale ; pour déterminer ce moment noté Li,, nous allons isoler (2+3) et écrire le TRD projeté sur

(X,). Cette équation permettra de trouver Xi, - la composante sur (X,) de cette hélicoidale - dont
nous déduirons Ly, par l'intermédiaire du pas de la liaison.

Remarque : en écrivant le TRD /(X,) & seulement (2), il aurait fallu déterminer au préalable la

résultante sur (XT,) de la liaison pivot en A (notée x3»).

Isolons (2+3):

Bilan d'Action Mécanique Extérieure :

X12 L12
TA—>2}= {Y, M, hélicoidale parfaite, pas a droite
ZlZ N12 (%.¥i.7%)
—f,.x Ly,
{T (VB2 2} = Yo, Mg, glissiere de coefficient de frottement visqueux f,
Z, N
m.

0 (%% .7

= )

S.g.ZO}:{ -m,.g.Z, }
0 A [M,.0.r.cos 6.y,
2:9.Z¢

{T (poids — 2} = {_ma 'Z}

{T (poids — 3} = {_

2

Ecrivons le Théoréme de la Résultante Dynamique projeté sur (X,) :
> F (ext —>2+3)%, =(m, [(G,,2/0) + m,T(G,,3/0) )

Avec 1:(G2, 2/0)=T(A,2/0) = XX, solide en translation
1:(63,3/0) = XX, —r.0.2,—1.0° X, d'aprés un calcul précédent de \7(G3,3/O)

Soit Xy, — F, % =((m,+m, ). %%, —m,.r.6.z, - m3.r.<9'2.>?3). X,

Xy, = f,.X+(m, +m,).X—m,.r.0.sin @—m,.r.6*.cos &
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Isolons (1):
Bilan d'Action Mécanique Extérieure :
X, L,
{T (2 —>1} = 5 -Y, M, hélicoidale parfaite, pas a droite
0 _212 _N12 ()‘(Oyyijl)
X01 _fl-(b
o {TO-L= 1Y, My pivot de coefficient de frottement visqueux f;
0 ZOl NOl (%% %)
-m.g 70

 {T(poids -1} = {
G,

0
o {T(M;>1}= N {C Yo}

ml1*
Ecrivons le Théoréme du Moment Dynamique projeté sur (O, %) :

D> M(0,ext >1).%, = 5,(1/0).%,

Avec  6,(1/0).%, =J,.p solide en rotation autour d'un axe fixe /Ry
3,6 = Cpy — fp+ (0G 2 )%, L,
Or la ligison hélicoidale donne : v —+& w, et L, = P X
) v2 — 272_ 12 2 271_ 12
Attents . . P P
ention au parametrage : Vi, =+ —.@,, <& —X=+—".0
2 2
2r 2r
soit |C=—Pax, — 1. % x-3 " %
2w P, P,

Finalement nous obtenons :

C,= —Zp—;( f, X-+(m, +my).X—mg.r.6.sin 0 —m,.r.6°.cos 0) - fl.i—”.X—Jli—”.X

Remarque : cette équation différentielle est appelée « équation de mouvement » (cf cours
« Energétique ») car elle détermine les paramétres de mouvement du mécanisme (X(t),O(t)) en

fonction des efforts appliqués (indépendamment des inconnues de liaison).
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3 - Equilibrage dynamique:

L’¢tude est réalisée dans le cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe: roue de voiture, rotor de
moteur, montage d’usinage sur un tour... Le mauvais équilibrage crée des vibrations (donc de
I’usure), du bruit. Origine de ce phénomeéne et comment y remédier ?

3.1 - Etude dynamique:

Solide S de masse m, de centre de gravité G.
Ro lié au bati et R lié & S tel que :

Zy
© ﬁ (%,%X)=6 et OG = a X
O/ ]
o

’ S en liaison pivot d’axe OZ / bati So
Xo

A -F -E
oS)= |-F B -D
“E -D C

R

Le solide S est lancé en rotation tel que 0(0)=0 et 6(0)=w

Equation du mouvement de S ?

Bilan des actions extérieures a S :
(pes—>S)=c{-mgZo; 0} et (SooS)=o{XX+Yy+Z7Z : LX+MYV}

S étant en liaison pivot d'axe vertical avec le bati, on applique le théoréeme du moment dynamique
en O en projection sur Zg:

So(S/Ro).zo = (&/\-mg 20). Zo=0= %[60(8”:\)0) 20] = ao(S/Ro) Z = Constante

or Go(SIR)="o(S) Q(S/Ry)=(-E X -Dy +CZ) 6 = C6=Constante = C.c0

Le rotor tourne donc a vitesse constante

Efforts de liaison ?

* théoréme de la résultante: m T'(GeS/Rg)=-mg Zo+X X +Y y +Z Z
or ['(GeS/Ry)=a 0y -a62x =-aw’ X

X = —amw?®
d'ou Y=0
Z=mg

* théoréme du moment dynamique: & o(S/Ro) = %[60(S/RO)] = (-Ey+DX)6%=LX +My+mgay

L = D’
d'ol { ®

M = — Em* —mga
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La liaison pivot supporte donc des efforts dépendant de o et de 6 (en projection sur Ro, on obtient
des termes proportionnels a sin6 et cosd) qui engendrent des vibrations.

Il faut essayer d'éliminer ces vibrations néfastes au fonctionnement (cf roues de voiture) en
"équilibrant™ le solide.

3.2 — Conditions d'équilibrage :
Il faut donc rendre les efforts sur le palier indépendants de la position et de la vitesse de rotation du
solide

3.2.1 — Equilibrage statique :

on annule a = G e axe de rotation.

3.2.2 — Equilibrage dynamique :

onannuleDetE = I'axe de rotation doit étre principal d'inertie.

Exemple :

Ce solide, en rotation autour de l'axe z, est équilibré
statiqguement (G € axe de rotation) mais pas dynamiquement :
d y yz est plan de symétrie donc x est principal d'inertie mais pas z

Ce solide, en rotation autour de (G,X) est équilibré
statiqguement et dynamiquement.

3.3 — Réalisation pratique :

On équilibre un solide par ajout de matiére (masselottes sur les jantes de roues de voiture) ou
enlévement de matiere (pergage sur vilebrequin).

Soient S; deux masselottes de masse m; fixées en P; de coordonnées x;, yi, z; dans R.

Posons:S'=S+S5;+S,
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3.3.1 — Equilibrage statique :
(M+m; +my) OG' =m OG +m;OP, +m,OP,

G' e axe derotation =  O0=ma+ myxX; + MyXy 1)
0 = myy1 + myy, (2)

3.3.2 — Equilibrage dynamique :

Produits d'inertie nuls =  D'=D + myy12; + myy,z, =0 (3)
E'= E + miX1z1 + MoXoz, =0 (4)

On obtient 4 équations a 8 inconnues (mj, X;, Yi, z;) donc une infinité de solutions.

Remarque:  dans le cas général, une seule masselotte (ou un seul percage) ne suffit pas
my=0: 2)=>y1=0et 3)=>D=0 d'ou contradiction

3.3.3 — Roue de vehicule : on fixe deux masselottes sur la jante de chaque c6té de la roue de rayonr.

y Y m a + miXg + MoX, = 0 (1)
¢ P, et May1 + Moy, =0 (2)
D + myy;l - myyol =0 (3)
o “oP1 E + myxl - MoXol =0 4)
02 (1) +1x (4) = mx; =- £ +2:nal
z O X
21 ' =2
@+1x@) =my=-—
\ D b
dol | tan = ———— et my = -
o E+mal YT 21rsin o,

Dans la pratique, D, E et a sont inconnus : les équilibreuses utilisent des capteurs (placés a 90°) qui
mesurent les efforts sur les paliers.
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