MP Cours : Energétique des systémes mécaniques S21

Energétique des systémes mécaniques

Objectifs - extraits du référentiel de

Compétence visée

2"% année

Savoir-faire associé

Identifier et caractériser les grandeurs physiques

Associer les grandeurs physiques aux échanges
d’énergie et a la transmission de puissance

Identifier les pertes d’énergie

Evaluer le rendement d’une chaine d’énergie en
régime permanent

Déterminer la puissance des actions mécaniques
extérieures a un solide ou a un ensemble de solides,
dans son mouvement rapport a un autre solide

Déterminer la puissance des actions mécaniques
intérieures a un ensemble de solides

Proposer un modéle de connaissance et de
comportement

Déterminer [’énergie cinétique d’un solide, ou d’un
ensemble de solides, dans son mouvement par
rapport a un autre solide

Proposer une démarche de résolution

Proposer une démarche permettant la détermination
de la loi de mouvement

Procéder a la mise en ccuvre d’une démarche de
résolution analytique

Déterminer la loi du mouvement sous forme
d'équations différentielles dans le cas ou les efforts
extérieurs sont connus
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MP Cours : Energétique des systémes mécaniques S21

Tllustration du cours : rugosimétre tridimensionnel & grande vitesse (extraits du concours Mines-Ponts
2006)
La rugosimétrie est la mesure de I'état de
surface des piéces mécaniques. L'ordre de
grandeur des défauts mesurés est le micron.
Cette mesure des états de surfaces est aussi
répandue et indispensable que la mesure des
caractéristiques dimensionnelles et
géométriques des pieces mécaniques (longueur, . -
orientation, perpendicularité..). La figure ci-dessus représente un relevé rugosimétrique
tridimensionnel d'une partie d'une aube de turbine de haute précision (a droite en fausses couleurs).

La mesure de rugosimétrie repose traditionnellement sur deux éléments distincts : le capteur, qui peut

étre mécanique (palpeur) ou optique, et le traitement du signal et des données (algorithmes

informatiques), qui permet de traduire les mesures physiques de base, produites par le capteur, en
données numériques exploitables, représentatives des caractéristiques physiques de la surface
analysée.

De la conjonction des caractéristiques techniques du capteur et du traitement numérique vont découler

les qualités essentielles du rugosimeétre : sa rapidité ; sa résolution ; sa précision ; son amplitude de

mesure. Lorsque I'ensemble est suffisamment rapide, il peut &tre utilisé pour réaliser des relevés de
surface (z fonction de (x, y), ou « mesure 3D ») et non plus simplement des profils linéaires (z fonction
de x, ou « mesure 2D »).

Le principe d'un capteur opto-mécanique (association d'un capteur optique et d'un capteur mécanique) a

été retenu, pour ce prototype. Il est décrit succinctement ci-apres :

* un capteur optique assure une résolution verticale comparable a celle des meilleurs capteurs
mécaniques actuels (< 10 nm). Ce capteur, de faible amplitude de lecture (20 pm), permet une mesure
rapide des hautes fréquences spatiales (variations rapides) des profils rugosimétriques ;

* un asservissement mécanique vertical a grande amplitude (environ 10 mm) permet a la téte optique de
suivre les moyennes et basses fréquences spatiales (variations plus lentes) des profils. Un second
capteur donne la position verticale de la t€te optique.

Le profil complet sera obtenu par la somme des signaux fournis par les deux capteurs. Le déplacement

vertical du capteur optique est assuré par une Unité de Rotation (U.R.) portée par le coulisseau (2)

(figure ci-dessous) :

i >
Rotor (1) Coulisseau (2) i 0
|
[ | iy
Moteur U.T. LI—l—i’\/\_/\,l I_,I ' _II /—\ / }\? _
Capteur optique
| Moteur UR.
Bati (0) X7
NN || f |

Unité de Translation Unité de Rotation

Ce capteur opto-mécanique est lui-méme déplacé au-dessus de la surface a mesurer par une Unité de
Translation (U.T.) a vitesse régulée, ce qui permet d'obtenir un « profil 2D », z fonction de x. La vitesse
de déplacement visée par ce prototype est de 20 mm.s™. Dans sa future version 3D, une seconde U.T.

de direction ({i) permettra de donner une image de la surface par une juxtaposition de profils 2D : on
«scannera» la surface.

Les calculs d'avant-projet doivent permettre de dimensionner les différents composants qui seront
utilisés et de définir certains parametres de réglages (parameétres d'asservissement ..). Les calculs
prévisionnels visent, dans un premier temps, a déterminer les équations dynamiques qui permettront de
déterminer les couples moteurs (minimum) des différents actionneurs en fonction des caractéristiques
géométriques, massiques et inertielles des piéces ainsi que des conditions d'utilisation.
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MP Cours : Energétique des systémes mécaniques S21

1 - Energie cinétique :

1.1 — Définition :

10— 2
T(E/R) = EI Vv /R)[ dm unité: le Joule
E

1.2 - Cas du solide indéformable :
2T(S/R) =j[\7(G €S/R) + G(S/R) AGM| dm 1)
S
= [V es/R)f dm + | [Q(S/R)AG_M’]zdm +2[V(G eS/R).[Q(S/R)AGTA]dm
S S S

= m[V(G eS/R)[+ O(S/R).[GM A CYS/R) AGMdm + 2V/(G €S/R).(S/R) A [ GKidm
S

doi | (g/R) = % m [V(G es/R)P +% QSRY. ls(s) Q(sIR)

En choisissant un point A guelcongue on obtient I’expression générale :

T(SIR) = % m [V(GES/R) .J(AES/R)] +% G(AE/R).Q(SR) = %C R) ® V(SR)

Cas particuliers :

* mouvement de rotation d'un solide S autour d'un point fixe Ade R :

T(S/R) = % Q(SR). las) Q(SIR)

* mouvement de rotation d'un solide S autour d'un axe fixe (A,X) de R :

on peut poser Q(S/R)=w % dou T(S/R) = %IAX(S)COZ

* mouvement de translation rectiligne d'un solide S suivant un axe fixe (X) de R :

on peut poser V(AeS/R)=V x dot T(S/R) = %m &

1 -
* si on suppose une masse ponctuelle : T(M, /R) = Sm Vo mir)

* si la masse est négligée : T(S/R)=0

1.3 - Eléments cinétiques d'un ensemble E de n solides S; en mouvement /R :

TER)= ¥ T (ER)
i=1
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Energie cinétique de I'ensemble (3) :

- masse : m3 = 8g - Bras (3) /'g:
- centre d'inertie (63) : AG,=r.x, avecr =27 5mm . }B
- matrice d'inertie en (A) : |
A -F -E ‘
I(A3)=|-F B -D ‘ X0
E D C 1 >

(A X5, Y3.23) 10

Détermination de I'énergie cinétique de I'ensemble (3) :

le comoment du forseur cinétique et du torseur cinématique peut €tre calculé indifféremment aux
points A ou G5 (les 2 torseurs étant réduits au méme point Ill).

Calcul au point A T(3/0):%@\(3/0).()(3/0)+%m3.\7(63,3/0).\7(A,3/0)

avec
5,(3/0) =[1(A,3)]-Q(3/0) + m,.AG, AV (A,3/0)
A -F -E] [0
=|-F B -D| .[0| +m.r% AxX,
-E -D C | [0];
=—F.é)‘g+(B.9—m3.r.x.sin0)y3—D.9.23
Remarque : le point A n'est pas fixe dans le référentiel galiléen ...
et
V(G,,3/0) =V (A,3/0)+Q(3/0) A AG, = X%, + 0.Y, AT.X, =X%, —T.0.Z,
donc
1. " 1 - : A o\ Ao
>04(3/0).0(3/0) =§(—|:..9.x3 +(B.O-myr.xsing).y,~D.0.2,).0.9,
i - 1 : :
Em3.V(Gg,3/O).V(A,3/O)=§ms.(x.X’O—r.Q.ZS).(x.XO)
soit

T(3/0)=1 ~F.0.X,+(B.6—m,rxsing).y,—D.0.Z, .9.y0+1m3. X%, —1.0.Z,).( XX,
> > (X%)

_lpge l m,.r.x.0.sin o+ m,x? e m,.r.x.6.sin @
2 2 2 2

Y m%* —m,.r.x.0.sin @
2 2

Finalement

T(3/0) =% B.67 +%m3>'<2 —m,.r.x.0.sin @
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2 — Puissance :

2.1 - Puissance des efforts extérieurs a un systéme matériel E en mouvement par rapport a un
repére R :

Soit un champ de forces af(M) agissant en chaque point M d'un systeme E.

La puissance développée, a l'instant t, par I'action des efforts extérieurs sur E, dans le mouvement de
E/R est:

P(EXt—E/R)= [V(M/R).dF(M)

MeE

Exemples :
- pesanteur: E(M) =p §(M)dv
- champ de pression dans un fluide: d_If(M) =-p(M) (M) ds
- champ des forces de contact entre 2 solides : dF (M) = -p(M) i (M)ds + f p(M) t (M) ds

Rappel sur les actions surfaciques de contact :

Soient deux solides S1 et S2 en contact sur une surface ds. On isole S1. (So)

L'action est dirigée vers l'intérieur du solide isolé .

(S2)

action en M de S2 sur S1:  dF(M) = dF, (M) +dF, (M)

dF(M) = —p(M)dsfi(M) + q(M)ds T(M)

avec

- p(M) = pression de contact en M

- [ (M) = vecteur unitaire normal au plan tangent commun en M,
orienté vers l'extérieur du solide isolé.

- g(M) = répartition surfacique tangentielle d'effort en M.

- 1(M) = vecteur unitaire d'une direction du plan tangent commun au
point M.

- S'il n'y a pas de frottement en M (ou s'il est négligeable ou si action
hydro d’un fluide sur solide), g(M) =0

Sinon, les lois de Coulomb définissent q(M) et la direction et le sens de t (M) :

ler cas : la vitesse de glissement en M entre S1 et S2 n'est pas nulle

V (MeS1/S2) # 0
q(M) =f.p(M) avec f = coefficient de frottement en M entre S1 et S2

t (M) est opposée a la vitesse de glissement de S1/S2 (S1 étant le solide isolé)
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S21

f=tanop= am)

p(M)

9

R R . dF(M
le cdne de frottement est le cone de demi-angle au sommet ¢ M)
sur lequel se situe I'action élémentaire lorsque la vitesse de

glissement change de direction.

2éme cas : la vitesse de glissement en M entre S; et S; est nulle

V (MeS1/S2) = 0

q(M) < f.p(M) et t (M) de direction indéterminée

L'effort est alors a l'intérieur du cone de frottement, incliné de a. < ¢ par rapport a la normale ii.

L'effort n'est jamais a I'extérieur du cone de frottement !

2.2 - Cas particulier du solide indéformable :
V (MeSIR) = V (AeSIR) + Q(S/R) A AM
d'oll P(Ext—>E/R) =] dF(M). V (AeS/R) + [ dF(M).[Q(S/R) AAM)]
= V(AecSIR) . dF(M) + Q(SIR).[ AM A dF (M)
or le torseur associé aux efforts extérieurs a S en A s'écrit:
| dF(M) = R (Ext—S)
s

Al AM A dF(M) = M a(Ext—S)
S

donc P(Ext—>S/R) = V (AeS/R). R (Ext—S) + Q(S/R) . M a(Ext—S)

v(M S Sl/SZ)

= La puissance développée par les actions mécaniques extérieures a un solide S en mouvement
par rapport a R est égale au produit (comoment) du torseur cinématique de S/R par le torseur des

actions mécaniques extérieures.

repére R.
Comoment des torseurs :
X L @, V,
Y M:® <o, v,p = Xw+tYw+Zv,+Lox+Maoy+No,
~Z N Ao v,

Le comoment ne dépend pas du point

P(Ext—>S/R) = T(Ext—S) ® V(S/R) chqisi pour le calcul des deux torseurs
(méme point pour les deux !) mais du
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Puissance des actions extérieures sur (3): EN
Bras (3) X3
. —> —
- masse : ms A 7 —
| 0
- centre d'inertie (63) : AG,=r.X, ! X
|
| -
A X
I (> A
10

- la_liaison pivot (L2/3), de paramétre angulaire @=(X,,X;), présente un frottement visqueux de

coefficient f5 , créant un moment : M, , . =—f,.0y,

- un moteur (M3) gére la rotation de I'ensemble (3) par rapport a (2). Le couple moteur appliqué sur (3)
est noté : Cmoteur3—>3 =Cm?:'yo

- un systeme d'équilibrage (ressort de torsion) permet a la téte optique d'étre horizontale (6 = 0°) en
position de repos, c'est-d-dire lorsque le moteur (M3) n'est pas alimenté. Ce systéme d'équilibrage

exerce sur |'ensemble (3) un couple de rappel noté : C= C y0 ,avec C. = ~(Kiors . 0+ Co ) . Le terme Cg

permet d'équilibrer le moment en (A) créé par l'action de pesanteur sur (3) lorsque (6 = 0°).

Inventaire des puissances extérieures :
P(ext ->3/R;)=P(pes »>3/R;)+P(2—>3/R;)+P(M3—>3/R;)+P(C, »3/R,)

Avec

-m,.g.Z ).y,
P(pes —3/0) = { o 0}@) { oYy }
o0 V(G,,3/0)

(—My.9.2,).V (G;,3/0) = -, .g.2,. (X%, —1.6.Z, ) = my.g.r.6.c0s 0

Xo L 0 X
P2—>3/0) = <Y, -f,0{® 6 0}=—"f.60"+X,X
A Z23 N23 A O O
0 0 0 X
P(M,>3/0)= <0 C,® <6 0(=C_,.0
a0 0] [0 0
0 0 0 x
P(C, »3/0) = 10 C,t® {6 0:=C .0=-(K,..0+C,).0
w0 0) [0 0

Soit finalement :

P(ext —3/R;)=m,.q.r.0.cos6 — £,.6° + XX + C 5.0 — (K10 +C).0
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2.3 - Puissance des efforts intérieurs a un systéme de solides indéformables :
On parle aussi de la puissance des inter-efforts de liaison.

Soient 2 solides S; et S, en liaison a I'intérieur d'un systéme. La puissance développée par les efforts
de liaison entre les 2 solides est de la forme :

P(Sz — S, /R) = P(Sz - Sl/R) + P(Sl - Sz/R)
= T(S2> S1) ® V(S1/R) + T(S1> S2) ® V(S /R)

=T(S:>S1) ® [V(S1/R)- V (S /R)]

d'ou P; (Sl,SZ) = T(Sz—) Sl) ® V(Sl / Sz)

Remarque : cette puissance est indépendante du repére R / auquel elle est calculée.

2.4 - Liaison parfaite entre deux solides :

Deux solides S; et S, ont une liaison parfaite si, quel que soit le mouvement autorisé par la liaison,
la puissance développée par les actions mutuelles entre S; et S, est nulle (pas de frottement) :

P; (51,82) =0

Application : retrouver les torseurs des actions mécaniques pour les liaisons normalisées.

* pivot glissant d'axe X : —— %
)
o, V, X L
V(Sl /Sz) = 0 0 T(Sz - Sl) = Y M
S0 o Sz N
0 O
Z N

* glissiére hélicoidale d’axe X: S_Zli X

& pal2n X L
V(S1/S)= {0 0 T(S;>S1) = {Y M
L0 0 oZ N

Pi(51,5)) =0 = L.a'"+ Xa' p/27=0 Vo' = L=-Xp/2rn
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2.5 - Liaison ponctuelle avec frottement :

Soit une liaison ponctuelle avec frottement entre 1 et 2 en A :

R, = Nufi +Tof () _
P 2){R1_)2 jz N } .{Qz_ﬂ} =R, ,,.Vaz2/1
0 R A

Va2i1

*Casl:Vazii=0 Vazi1=Vaz/1.t et P 2= Vazi1.Tiz <0 : puissance dissipée
sous forme de chaleur

*Cas2: Vaz/1=0 le mouvement est un R.S.G. et si on néglige la résistance au
roulementalors : P 32=0

Il existe donc des liaisons avec frottement et pour lesquelles P 1= 0

Puissance intérieure entre (2) et (3) : >
Bras (3) X3
>
- masse : m3 A 7o
|
. . — = |
- cenfre d'inertie (G3) : AG;=r.X, | X
i >
Le moteur M3 et le systeme d'équilibrage ne | A X0
sont pas considérés. 7 1 U
@)

- la_ligison pivot (L2/3), de parametre angulaire 0=(X_O,X:), présente un frottement visqueux de

coefficient 5 , créant un moment : M, , . =—f,.0y,

X, Ly 0 0
R(23)=P(2—3/2) = 1Y, -f6;® {6 0p=—f,6°
AZs Ny | [0 0

En considérant cette liaison parfaite (sans frottement visqueux) :

X, Ly 0 0
P(23)=P(2—3/2) = <Y, 0:® {6 0:=0
\ZsNy) 10 0

Attention : le calcul d'une puissance extérieure est différent de celui d'une puissance intérieure, il faut
etre vigilant au référentiel pour le torseur cinématique !
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3 - Théoréme de I'énergie cinétique : TEC (ou Théoréme de I’énergie — puissance)
3.1 - Solide unique S en mouvement / Ry :

D(S/Ry) = T(Ext — S)
en multipliant cette expression par le torseur cinématique

D(s/iRy) .V (SIRg) = T(Ext — S) . V(S/Ry) = P(Ext— S/ Rg) = puissance galiléenne des efforts
extérieursa S

or D(S/Rg) V(S/Rg) = [ [T(M e S/Rg)dm] .V (AeS/Ry) + [ j AM AT(M € S/Rg)dm].Q (S/Ry)
S S
= T (MeS/Ry) [V (AeSIRy) + QS/RQ) A AM]dm
= [ T(MeS/Ry) V (MeS/Ry) dm = f——V(M €S/Rg)? dm = —T(S/ Rs)
d’ou le théoréme de 1’énergie cinétique pour un solide :

La dérivée, par rapport au temps, de I’énergie cinétique galiléenne d’un solide S est égale a la
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a S.

P(EXt—>S/Ry) = %T(S/ R)

3.2 - Systeme E de n solides S; :
pour un solide, on a : P(Ext—>SilRy) = %T(Si /' Ry)

en ajoutant les n relations pour les n solides : 2. P(Ext—S)) = Z%T(Si/ Ro)
d’ou le théoréeme de 1’énergie cinétique pour un ensemble de solides :
La dérivée, par rapport au temps, de I’énergie cinétique galiléenne d’un ensemble E de solides

est égale a la somme de la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a E et de la
puissances des inter-efforts (ou puissance intérieure).

P(Ext—E) + ZP(S.,SJ) = —T(E/ R.)

ij=1
i<j

Remarques :
- 1’équation obtenue a partir du TEC n’est pas indépendante des équations fournies par le PFD,
- le principe fondamental de la dynamique donne 6 équations et le théoréme de I’énergie cinétique une seule,
donc suffisant seulement pour les problémes a un degré de mobilité,
- pour un systeme de solides, il faut tenir compte des inter-efforts, contrairement au PFD,
- ce théoréme n’est intéressant que si on peut intégrer facilement la puissance (ie si la puissance "dérive d’un
potentiel” et si les liaisons sont parfaites).

Forme intégrée : Tyerg) — Tieirg) = W7 (E-p) T W, (int)

11 suffit d’'intégrer entre t, et t, les écritures du TEC. L'équation obtenue & partir de cette forme intégrée du théoréme de
I'énergie cinétique ne permet pas de définir la loi du mouvement entre les instants t; et t,.
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3.3 - Equations de mouvement :

En appliquant ces théoremes, on obtient des relations entre les parametres de position du systéme,
leurs dérivées 19 et 2"** et les efforts s'exercant sur E. On appelle équation du mouvement une
équation différentielle du 2" ordre traduisant les théorémes généraux, dans laquelle ne figure
aucune composante inconnue d'action mécanique.

Il y a autant d’équations de mouvement que de mobilités utiles. On les obtiendra assez
facilement en projetant sur les axes de mobilité, pour éliminer le maximum d’inconnues de liaison.

Détermination de I'équation de mouvement

Rotor (1) Coulisseau (2)
\
|
G, ° I I
Bati (0)
ANNANNNNS

La figure ci-dessus présente le schéma et le paramétrage qui sera utilisé pour cette partie de I'étude.
Ce systeme comporte quatre piéces :

Le béti (0) : On associe & cette piece le repére (R, =(O, z, yj, Z_(;)) que l'on considére galiléen ;

Le rotor (1) :

- moment d'inertie selon I'axe (O, X—O ) noté Jy avec J; =107 kg.m? ;

- centre d'inertie (6,), avec O—Gl:—a.;(;;

- la liaison pivot (LO/1), dont le paramétre angulaire est ¢:(70,V1) , présente un frottement visqueux
de coefficient fy, créant un moment My, , =— f.¢.x, (f, =5.10°Nm/(rd.s™))

- un moteur (M;) gére le mouvement de rotation de (1) par rapport a (0). Le couple moteur appliqué sur
(1) est noté : Cpeia 1 =Cr-Xo

Le coulisseau (2) :

- masse : my avec m; = 2 kg ;

- centre d'inertie (6,),

- la liaison hélicoidale (L1/2) (supposée parfaite) posséde un pas hoté (pa) (pa = 0,5 mm/tour). Ce pas est
a droite (sens classique) ;

- la liaison glissiere (LO/2), dont le parameétre de position (translation) est noté (x) : OA= X.% , présente

un frottement visqueux de coefficient f, , créant une force :
F,,=— f,.%%, (f,=5N/(ms™))

L'ensemble (3) :
- masse : m; = 8g;
- centre d'inertie (G3) : AG, =r.X, ;
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A -F -E

- matrice d'inertieen (A): 1(A3)=|-F B -D
-E -D C .
(A X3, Y3,23)

- la ligison pivot (L2/3), de paramétre angulaire 6=(x,,X;), présente un frottement visqueux de
coefficient fs , créant un moment : M,, .=— f,.0.y,

- un moteur (Ms) gére la rotation de I'ensemble (3) par rapport a (2). Le couple moteur appliqué sur (3)
est noté : C_eurss3=Cms-Yo

- un systeme d'équilibrage (ressort de torsion) permet a la téte optique d'étre horizontale (6 = 0°) en
position de repos, c'est-a-dire lorsque le moteur (M;3) n'est pas alimenté. Ce systeme d'équilibrage
exerce sur |'ensemble (3) un couple de rappel noté : Eszr yT, avec Cr = ~(Kiors . © + Co ) . Le terme Cy
permet d'équilibrer le moment en (A) créé par l'action de pesanteur sur (3) lorsque (6 = 0°).

Appliquons le Théoréme de l'énerqie Cinétique a l'ensemble (1 + 2 + 3) = (S):

Inventaire des puissances extérieures :
P(ext > S/R;)=P(pes »>1/R;)+P(pes —>2/R;)+P(pes > 3/R)

+P(M1->1/R;)+P(0—>1/R;)+P(0—2/R,)

Avec

P(pes —>1/0) = { M-8 ZO}@ {¢’6Xo}:
{ m, . 2'0} { }
P(pes > 2/0)= ® =

msgzo ‘gyo
P(pes —>3/0) = { }@ {V(G 3/0)}

(-m,.0.2,).V (G,,3/0) =-m,.9.Z,. (x.Y(O—r.é.23):m3.g.r.9.c059

P(M1—1/0)

Il
o O O

¢ O
PO—->1/0) = {Y, M, t® <0 O0;=-f.9°
0 O

0 x
PO—>2/0) = Yo, Mgy, +® 0 0p=—f,%°
0 O

(0] vM

Remarque : l'action du moteur M3 n'est pas extérieure car le stator est solidaire de (2) et le rotor de
(3), donc c'est une action intérieure entre (2) et (3).
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Soit finalement :

P(ext > S/R,)=m,.g.r.0.cos0+C,; .¢— f,.° — f,.%°

Inventaire des puissances intérieures : R (S)=P. 1 2)+PR,(23)
Avec
Xy L, 0 O
Pi(23)= {Y; Cupu+C —£0:® {6 0¢=(Cpy+C, —£,0)0=(Cpq+Kye0+Co—1,.6).0
A L2 N,, A0 0
P.L2)=0 Liaison parfaite

Détermination de I'énergie cinétique :

T@/0)= % J,.@? Solide en rotation autour d'un axe fixe
1 : :
T(2/0)= > m,.x? Solide en translation

T(3/0)=%5,4(3/0)-52(3/0)+%m3\7(GS,3/0).\7(A,3/0)
1 . . N B _ N N o
=E(—F.¢9.x3+(B.6’—m3.r.x.sm6?).yo—D.¢9.Z3).6?.y0+§m3.(x.xo—r.¢9.23).x.x0

Y —lmg.r.x.é.sin 6?+lm3.>'<2—1m3.r.>'<.9'.sin VLY +1m3.>'<2 —m,.r.x.0.sin @
2 2 2 2 2 2

Le Théoréme de I‘énerqie Cinétique donne donc :

J,.p.Pp+M, XX+ B.O.0 +m, XX~ m3.r.(x.é.sin 0+ X.(é.sin 0 +6°.cos 0)):

m,.g.r.0.cos0+C_,.op— f.9° — £,.%° +(Cm3 + K0 +Cy — fg.é).é

tors

Remarque :
Le Théoréme du Moment Dynamique appliqué & (3) et projeté sur (A, y,) donne :

> M (A ext —3).y, =35,(3/0).y,
< m,.g.r.cosd+C ,+K_.0+C,—f,.0 = BH—-m,r.xsind (cf illustration dynamique des solides)

Cette équation permet de simplifier la précédente :
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3P4+ mz.x.5<+&éﬁ+ms.x.X—ms.r.(Mer.(é.sin 9+92.cose)):
MGFOTOSO +Cpy 116" — 1,8 +( Cpa t K€, = 1,0 ) 6

: 2r . :
Et avec ¢ =———_.X, on retrouve I'équation de mouvement trouvée en dynamique des solides :

a

2 2
Jl[z—”J K+ (m, +m,).X—m,.r.d.sin@—m,.r.0°.cosd = le.[—z—ﬂ. J)‘(— fl[z—ﬂxj —f,%
Pa Pa Pa

3.4 — Moment d’inertie d’un systéme rapporté a un axe :

. . . N . 1
Soit un réducteur de vitesse a roues dentées de rapport w,/m;= K G “/
avec Ci couple exercé par I’extérieur sur i. @ 1 e A

1 1

Notation : soit Il/(Aﬁ() le moment d’inertie de 1 A
g —
par rapport a I’axe (Aq,X). X

1 2 1 2
T =T T == - . — ..
@+2/0) @0 210 "2 A P T 220y

| ;
1| (A 2 _1 2

T _1 H(Ax) w221 .
2007207 2 arax | 2{1+2/(Az,x)} “

C | - appelé moment d’inertie de (1 + 2) (ou équivalent a (1 + 2)) par rapport a
1+2/ (A2 X)

(A2, X) ou rapporté sur ’axe (A2 X)

Méthode : écrire la somme des énergies cinétiques et factoriser avec la vitesse correspondante.

Le TEC appliqué a (1+2), si les liaisons sont parfaites donne :

I -
Ciow +Com, = MJF - |.o,.@, etdonc
K2 2/ (A2 X)
I1/ Av X
C1ﬁ+C2= M+ - .o,
o, K2 2/ (A2 X)
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. C . .
Ainsi: C:& = ?1 est appelé couple C; ramené sur 1’axe (A2, X)
.

2

C C./k

Le modéle associé est alors le
suivant (avec les couples de signes
opposes, k<0) :

Application au systeme vis-écrou : J egfaxe pivot = Jvis + Mecrou . P4m2

ou Meq = Jvis . 47[:2/ p2 + MéCI’OU

Détermination du moment d'inertie équivalent de (1+2+3) sur I'axe (O, X,)

s
Bras (3) X3
Rotor (1) Coulisseau (2)
N\
[ X
. | | 0
Gy I
Bati (0)
\SES\ ii
Ce systéme comportant 2 mobilités(¢p,8) , nous supposerons que 9=0=6=0.
Nous avons calculé précédemment I'énergie cinétique de I'ensemble (1+2+3) :
1.1 . 1_. 1 A
TA+2+3/0)==J,.902+=m,.X2+—=B.6? + —m,.Xx2—m,.r.x.6.sin @
2 2 2 2
- 1.1 1
Avec 0=0=0=0: T(1+2+3/0) :531.¢2+§mz.x2+§m3.x2
P,
Or X =——*.
2r 4
1. ., 1 p o 1 p .
Donc TA+2+3/0)==J,0° +=m, .(=2)?@° + =m, .(=2)*¢°
( ) 21(0 22(27Z')¢ 23(2n)(0
_ 1 pa 2 pa 2 o -2
_E(JJ_-F mz (Z) +m3 (z) QD _E'Jeq(l+2+3)/(og)'¢)
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4 — Notion de rendement :

4.1 — Définitions :

Préoe rice
L‘ 0<n(t)<1

motrice

* Le rendement mécanique d'un mécanisme est donné par : n(t) =

* Protrice = Pm = puissance recue par le systeme Pmn>0

un moteur exerce une puissance motrice si le couple a le méme signe que w et la pesanteur
si le centre de gravité descend.

* Pyissipee = Pa = puissance perdue sous forme de chaleur Pyg<0

forces de frottement dans les liaisons par exemple

* Praceptrice = Py = puissance donnée par le systéme sous une forme autre que la chaleur P, <0

puissance de la pesanteur si le centre de gravité monte ou puissance d'un moteur si le
couple etw sont de signe contraire (“frein-moteur™).

4.2 — Calcul du rendement d'un ensemble E de solides en mouvement / Ry :

théoreme de I'énergie cinétique : %T(E/Ro) =Pmn+Pg+P;

soit Py, + Py + P, (L_I =0 (-d—Test considéré comme une puissance)
P
1% cas: o 0 n= u
dt P,

Si la variation d’énergie cinétique est nulle, le systéme est en régime stationnaire et c’est
dans ce cas de figure que sont toujours calculés les rendements aux concours ...

- Py

> Systeme
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éme . dT - |Pr|
2 Cas: —<0 n-= ﬁ

"odt

(hors programme)

Si la variation d’énergie cinétique est négative, cela signifie que le systéme restitue de
I’énergie précédemment accumulée pour satisfaire le besoin demandé (en sortie).
Cette variation d’énergie peut donc étre considérée comme une puissance motrice.

- Py

L
m>~ 4 . _
at > Systéme Pry
dT
éme dT |Pr|+a
37 cas: E> 0 n= 5 (hors programme)

m
 la variati , e cinétiqu itive, .. u . umu
Si la variation d’énergie cinétique est positive, cela signifie que le systéme accumule de

I’énergie ; cette énergie n’est pas perdue puisqu’elle est stockée !
Cette variation d’énergie peut donc étre considérée comme une puissance regue.

- P,

po+ I
P > Systéme _dty

Remarques .

Le rendement dépend en général du temps ; on calcule donc un rendement moyen pour les
mouvements cycliques.

Si toute la puissance est dissipée sous forme de chaleur, le rendement est nul (frein).
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