MP*/MP Exercices de dynamique s21

Exercice 1 : moments d’inertie et matrices d’inertie élémentaires

Q1 : 1(0,7) =
Q2: 10)=3m% o 100,2) =2m%
& m(RTer%) 0 0o hak %(b2 +¢%) 0 0
0 m(RT2+%) 0 0 %(az +c%) 0
0 0 mezi I, 0 L L

Exercice 2 : matrice d’inertie d"un vilebrequin

1: I(Gl,Z) m1_+m2R_+m2_+m3RT+m3a;

A 0 —F
Q2: I(Gy) = B 0
R12 hl Rzz hz C22 R3 h3 C32
A= —_ —_ = 4= =
avec m1< 1 12>+m <4 +12 +m, > + msy 4 +12 + my >
h h h 2 2
etB—m1(4 +112)+m2(T+122) 2( )+m3( +132)+m3(a%+%

et E = moya,C, + msdsCs

Exercice 3 : inertie du robot de chirurgie mini-invasive (extrait E3a MP 2019)

Q1 : Le modéle géométrique présentée fait apparaitre un plan de symétrie : Le plan (04;Z1,%x7). Les
produits d'inertie —D = [ y.z.dm et —F = [[ x.y.dm sont donc nuls.

Q2 : Juste une lecture de la matrice : J; = 8400 kg. mm?

Q3 : Les dimensions du moteur sont petites devant la distance du centre de masse Gy a I'axe de rotation.

Q4: Jyz = Myz.X142% = 0,6 x (211)% = 26700 kg. mm?

Q5 : Inertiemax : A Inertie mini : F

Exercice 4 : calculs d’éléments dynamiques d’une éolienne domestique

QU/R)= 6. Z

Q=P %,

) ) Az
Q1 : torseur cinématique de 1/R : V(l/R) = { ) }
O

torseur cinématique de 2+3/R : V(2+3/R) =
V(P €2/R)= V(P €3/R)

Q(2/R)=0Q@3/R) }

Q@R)= O2/1)+OQA/R)=Pp X,+6 Z

v (Pe2/R) = dop = |:d(aX1 +b22):| avec [%:' = |:%:| +ﬁ(2/R)A22: ([3 X, +Q Z)NZ,
dt N dt R dt |, dt Iy,

soit V(2+3/R)—{ _ azZHPX, bB"}
Y,

aay, +basinfx, -
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A, 0 -E
Q2: S,(R)=Io(1).QUR) avec Ioh=| 0 B, 0 soit Gy, (1/R)= GL(-E X, +12)
“E, 0 1)
donc G,(I/R). Z=1a
Q3: Cemr)= {MV(Gez/R)} avec V (Ge2/R) = {@] - [M} —a &y,
G,(2/R) dt N dt  |;

o (2/R)= G (2/R) + OGAMV (Ge2/R) = Lo(2) . Q(2/R) +aX, AMa (& ¥,

La matrice de 2 étant exprimée dans la base R», on doit projeter Q (2/R) sur cette méme base :
B X, taz= B X,+ & (sinp y,+cosP Z,)
A 0 0 B
G,2R)=|0 B 0| .|asinf| =ABX,+ &(Bsinp y,+Ccosp Z,)
0 0 C R, acosf N

, Mad,
dou | Camr) = e A
o (Ma”az+APBX, +Basinfy, +Cacospz,

Car) = mV(Pe3/R) 6, (3/R)= 6,(3R)+ OP AmV (PE3/R) et &,(3/R) = Lp(3).Q(3/R)
5,(3/R)

3 étant une masse ponctuelle, elle est sans dimension donc 1p(3) est la matrice nulle.
Gy (3/R)=(aX,+b Z,) Am(ady, +basinpx, —bf7,)

dou |Camr)= m(ady, +basinpx, ~bpy, )
o m[a’&Z+b(bB—acdcosP)X, +b’asinBy, —abpz,

d

Q4:| B,(IR). Z =——38y (I/R). 7=

/R /R

(6,(1/R).Z)=1 & rotation autour d’un axe fixe

car O et Z sont fixes dans R

Q5: 80(2/R). 7 = l:dGO(Z/R):l - d(60(2/R)z
R

dt dt

S I . d , .
d’ou | §,(2/R). Z = % [(M a2+ B sin?p + C cos?p) & ]

Q6: 3,3R). X, = [M} 5 - 96B/R)X, o
R

dx
G, (3/R).| — car O fixe dans R mais pas X
dt ! dt o G/R) [ dt L ( * pas X, )

—mb%(bB-a & cosp) - m[a’ & Z+b(bf —adicosP)X, +b’ asinBy, —abpz,1.é y,

d’ou 80(3/R). X, =mb (b B-a @ cosp-b & sinp cosP)
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Exercice 6 : é¢quations de Mouvement complexes de la station de mesures topo (extrait Centrale MP 2017)

Q1 : Les deux angles n’étant pas coplanaires, il faut dessiner deux figures de changement de bases.
—> —

—> —>
Y1 A Yo ) A 71
() 0
T 71
[0) 6
> QE > 1
0 —D.cos0.sin @ —D.cos6.sin @
OP=D.y, =| D.cos®| =| D.cosb.cosq =0OP =| D.cos6.cos@
D.sin 6 B, D.sin 6 B, D.sin 0 B,
Pesanteur
Q2:
O Pivot (O, zg 1)/‘\ Pivot (O, x; 2)
MOtO/l / Mot » /
Cresori Cresy/
Ctvisg/ Cfvisyp
Q3:
Ensemble | Equation scalaire Justification
isolé

On utilise le fait que le moment en (O sur (7, ) est nul
Théoréeme du moment
(E1) 1&2 dynamique en (O) en
projection sur 7,

dans la liaison pivot entre (0) et (1) (/es actions
mécaniques dans les pivots n’interviendront pas), les
actions mécaniques de frottement sec, fluide et du
moteur sont connues. Nous aurons donc 1’équation
différentielle souhaitée.

On utilise le fait que le moment en (O sur (X, ;) est nul

Théoréme du moment
(E2) 2 dynamique en (O) en
projection sur X, ,

dans la liaison pivot entre (1) et (2) (les actions
mécaniques dans la pivot n’interviendront pas), les
actions mécaniques de frottement sec, fluide et du
moteur sont connues. Nous aurons donc I’équation
différentielle souhaitée.

Q4:

A) On isole (1 & 2) et on applique le théoréme du moment dynamique en (O) en projection sur Z -

0 - 0 o | =
Mo -Zo,1 =(51/o + 82/0)-20,1

Kk d(GSO .20,1] d(cg)/o .20,1)
1 .
0+0+—.(Cm1+C1—qu1.(p)= +

Py ' dt dt
Remarque : les deux « 0 » représentent le moment en O sur 7, de la pesanteur et de la liaison pivot entre ( et 1.

(car O est centre d’inertie des piéces 1 et 2).
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. Jo 0 0 0 T, .0
Avecsg =1(02).Qz9=| 0 J v 0 | §.sinf =[Jy,-¢.sind (car O est centre d’inertie de 2) ;
0 0 J22 (0,B,) (p.COSG (B,) Jzz .Q. cos0 ®,)
0 . . .
7 : k, . .. d(Jzz .(P.COSZB+JY2 .(p.s1n29)
de plus Z1 = sin® d’ou _-(le +Cq _qul-(P): Jy0.0+
cos0 P1 dt

(B2)

d Jzz.%.¢.c0529+Jy2.%.('p.sinzeJ
1 1
dt

Il vient : {[Cm1 + €1 =7 'k_l'(P+qul'(p+
1

P

Nous obtenons la premiére équation avec : |A; =J ;. ”
1

B, = qul

-

B) On isole (2) et on applique le théoreme du moment dynamique en (O) en projection sur X, .
() -
5 o S Bl L3
IMexsa -X12 =820 - X2 = m =0y - t’ (car O est centre d’inertie de la piéce 2).
0

R ———

k . . Lo
0+ O+—2.(cm2 +Cpy —quz .6)= Jir .0 —68/0 9.y (remarque : les deux « 0 » représentent le moment en O sur

P2
0
X1, de la pesanteur et de la liaison pivot entre I et 2). y1 =| cosb
- sinf
(By)

D’ou k—z.(cmz +¢pp —TEg .é): I .é—(Jy2 —Jzz).('p2 .sinO . cosO

P2
Py A ; Py .2 .
HViel’lt: Cm2+cr2=JX2.—.9+fE2.6+(J22—J 2). (p .Sll’l(Z.e)
k, a <2k,
Nous obtenons la deuxiéme équation avec : [A, =J b2 B, =fp,|]C :(J -J ) P2
q LA x2'k2 » | P2 =T |3 L2 22 " dy2 '2.k2

Q5 : Dans le cas particulier ou 6 =0°, nous obtenons : |Cm1 61 =A10+Bi90+Cp 0 g

sz +Cr2 :A2 6+B26

Ce qui donne : Cm1 + Gy — By py Wiy = (A1 + C12) 0, Oy = Jeq1 Oma

Cmz + Cr2 = By p, Wmz = A20, Omz = Jeqz Omz

2 2
D’ou: Jeq1 = (A1 + C12)p, = %Um +Jz2) Jeqz = A2 P = %]xz
Q6 :

Le bloc laissé vide dans le schéma- % | otem 3 couant coneny
bloc est un intégrateur dont la
. 1 Ui (P\ 1 I [P\ K Cun (P:] N 1 Q1 (p)
fonction de transfert est |—| En effet, AT e T N NS
p R+L.p feql+Jeql.p
I’entrée de ce bloc est Q_,(p) alors %
que la sortie est 6., (p) - Ey(p)
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Exercice 7 : roulement sans glissement et équation de mouvement (extrait Cecp MP 2015)

On isole la bille, on applique le principe fondamental de la dynamique et on écrit le théoréeme de la résultante
dynamique en projection sur Z, (le bilan des actions mécaniques est fait dans 1’énoncé)

d((R —1)6%;)
),

= .. . d_> . .
F(G € bille/0) = [ — (R=1)0%, + (R—1)f l%l = (R=1)0%, — (R —1)6?2,
0

TRD/Zl . _m(R - T)éz = mg20.21 + F(t).fozl - N1
= —m(R-1)0%=mgcos@ +F(t)sind — N,
= N, =F(t)sin@ +mgcos 6 + m(R —r)6?

On isole la bille, on applique le principe fondamental de la dynamique et on écrit le théoréme du moment dynamique
au point G en projection sur Y, (le bilan des actions mécaniques est fait dans 1’énoncé)
2 r—R,

. 2 ..
rT, = gmr2 ( 0) =T, = gm(r —R)6

r

On isole la bille, on applique le principe fondamental de la dynamique et on écrit le théoréme de la résultante
dynamique en projection sur X, (le bilan des actions mécaniques est fait dans 1I’énoncé)

TRD/%;: m(R—1)8 = —f,(R—1)0 + T, + mgZy,. %, + F(t)%o%,

= m(R—1)0 = —f,(R—1)0 + T, —mg sin 8 + F(t) cos 8 avecT; = ém(r —R)é
m@R—-1r)0 = —f,(R—1)0 + %m(r — R)6 —mgsin® + F(t) cos 6

F(t)cos® =m(R—71)0 + f,(R—1)6 —%m(r —R)6 + mg sin6

F(t)cos® = f,(R—1)0 + mgsind + m(R —r)8 + %m(R —1)é

F(t)cos® = f,(R—1)0 + mgsin6 + %m(R -1)6

uu Uy

Exercice 9: Inertie équivalente de I’axe en translation du robot chirurgical MC?E (extrait Mines mp 2016)

Q1 : Transmission par courroie inextensibles et sans glissement : w, = %. w; = %.r. W
Roulement sans glissementen Ii: V(I;,4/g;) = 0
douV(1;,4/0) = v(t)zo = V(U;, 9i/0) = —RgYo A WeXy = Ry 0,2
R; R;
v(t) = Rg.R—l.T. W, (1) z(t) = Rg.R—l.T. 0,,,(t) en supposant les CI nulles
e e
1
Q2: E.(E/0) = E(Imw,zn + Lw} + Lwf + Lw? + 2[,w? + 61;wZ + m,. v?)
2R? r2R?.R2
Dot: | = I +72(e + 1) + (o + 2L, + 61g) —5- + my— 5
e e
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Exercice 10: inertie équivalente du bras robot maxpid
||

Q1 : On calcule I’énergie cinétique de 1’ensemble en mouvement :

Tiensembieo) = T(stator/o) F Twisjoy * Tescrowsoy + T joy +

Stator et bras tournent autour d’un axe fixe : pas nécessaire de « sortir I"artillerie lourde » c’est-a-dire les torseurs.

On utilise le résultat simplifié : T =Y2.J.00° .
) 1 .2 1 n2
Ce qui donne : T(s¢qt0r/0) = 5.]5tator. a” et Teorojo) = E']bras' 0

Les deux moments d’inertie J¢tq¢0r €t Jpras N€ sont pas donnés (on donne celui du bras associé a 1I’écrou) parce
qu’on va négliger les énergies cinétiques dans lesquelles intervient ¢. La courbe donnée (6 = f(t)) montre que sur
une variation de 60° pour 0, a ne varie que de 16°. On va donc négliger les énergies cinétiques dues a la vitesse
angulaire ¢. Celle du stator qui tourne autour de I’axe fixe (O, Z) d’un angle a , celle de la vis qui tourne a la fois

autour de son axe propre (angle B) et de I’axe (O, —Z_(;) d’un angle o. Enfin celle de 1’écrou qui sera donc considéré
fixe par rapport au bras alors qu’il tourne d’un angle 6 + .. On néglige ces énergies cinétiques également parce
que les solides concernés sont de dimensions radiales et masses faibles.

Compte tenu de 1’énoncé et des remarques précédentes pour I’ensemble bras+écrou+masses en considérant le cet
ensemble ne fait que tourner autour de 1’axe (B, Z,) d’un angle 6 :

1 A2 .
T, scroufo) = 3 (] b + ]m) 7] les masses sont accrochées au bras

Pour la vis + rotor = E moteur qui tournent autour de leur axe propre et de 1’axe (O, Z;) d’un angle o :

L 7
T(Vis+rotor/0) = 1/2{ E (GEE/O)} ®

Qg /o } —1/2 {mEV(GEE/O)} ®{QE/0 = p%, + d‘z}’}
0 0

SweEm ), (Vioer/o SoE/0) ), 0
-~ 5— p— — O—C) . .
Qg = Bx, + az, avecx, = Wl axe de la vis

Sw.e/0) = 1(0,E). Qg /o car O est fixe dans le repére 0

Jo+Jr 0 0] [B
= o x 0].]0 matrice et vecteur rotation exprimés dans la base (%, , ¥, ,Zg )
0 0 =I lg
= (J, + J)BX, +* azg * est le moment d’inertie de E/axe (0,76) non donné puisqu’on va le négliger

D00 Teyisirotor/oy = 1/2Uy + Jr)B? +x d? = 1/2(J, + J,)B* on néglige les NRJ Cinétiques dues a la rotation

d’angle a.

D’0it : Tiensembie/o) = 5-[Up +Jm)-6% + Uy + 1B =3.[Up +Jm)- (2-B)" + Uy +JIB?] = 3 Jea?
D’ou I'inertie équivalente : Jo, = (J, + Jm)A* + J» +J;

Q2 : pour la vis on utilise le résultat a connaitre pour un cylindre : moment d’inertie autour de son axe = %> m R?
Jo =5.(p 21,2 L) 2 = 2 p. Ly 1y* = 0.5 % 7600 % 3.14 + 0.195 * (0.005)* en kg.m?

Pour les masses supposées ponctuelles, ¢’est huygens qui nous dit : J,, = m.L,,> = 1.3.(0.28)2 en kg.m?

Dol : Jeq = (0.022 +0.10192). ()% + 1.45.107° + 7.107° = 18.3.10 %en kg. m?
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Exercice 11: Puissances des actions mécaniques dans une roue de véhicule

Faisons un graphe des liaisons sur lequel on rajoute les
actions mécaniques : action de pesanteur négligée devant les
modules des actions aux liaisons.

Ponctuelle
Ly)

Q1 : torseurs cinématiques

pivot (A,z)

Couple moteur

C produit par 3
sur 1

Oz0=10
o V0= { 2/0 } car le chassis du
A

Kz/(;=v(t)5f -C par 3sur 2
véhicule se déplace en translation en ligne droite suivant X
Ql/z = —wZz L. X
o Vip= _, ¢ car la liaison % est une pivot sans frottement d’axe (4, Z)
VAe1/2 =0 A
Remarque : si v(t) > 0 alors Q;/, = —wZ en considérant w > 0.
Q10=Q12+Q20=_0)Z
o V1/0={ / V/—) % car RSGen I
1e1/0 = |
Q2 : torseurs d’action mécanique ou inter-effort
. R R y
Ros1 = X01X + Yo1¥ . @
o Ty, = . car liaison N
M;o-1 =0 !
ponctuelle de normale (I, y) avec frottement puisqu’il y moteur
a RSG. Si glissement (la roue arriére 1 patine) I’action
due au frottement (T},_,;) est vers la droite
X
Ie1/0 Too1 = X1X

_ (Ryng = XX + Yoy
® T1—>2 = [ —
My1-2 =0

sans frottement avec hypothése Pb plan (xAy)

} car liaison pivot
A

Rimr =0 . .
o T3, = {_3,1 _)} car C (supposé > 0 ) engendre o donc la rotation de 1/2 dans le sens horaire.
A3-1= —LZ),

Q3 : Puissances
Rosr = Xo1X + Yo, ) Q0 = —WZ ,
) PO—)l/O = { 0 1—0% = Oly} ®{ / — } - RO—)l'Vlel/O + MI,O—)l'Ql/O - 0 Résultat é,
Mg = 0 Vle1/0 =

connaitre : la puissance perdue est nulle dans le cas du roulement sans glissement. P ext.

R3_)1 = 6 QI/Z = _0)2 . . . .
o Piypn= o ® - ¢ =C.w c’estlapuissance motrice fournie par le moteur.
Myz.1 =—CZ), Vae12 =0 a
Pint en isolant 1+2+3.
Rao, =0 Q)9 = —WZ ) )
* Piyp0= { Sty _)} ®{__/9 g =Cw Pext en isolant uniquement 1
431 = —(z 4 Vae10 = v(t)x A
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R -2 = X )? + Y. % Qz 1= (UZ .
e Pion= { ! ZM 1 i 12y} ®{ / ¢ =0 Résultat a connaitre : la puissance perdue dans
A1-2 = A

VAEZ/l =0
une liaison parfaite est nulle (pas de frottement). Pint en isolant 142

o Poip= { Ro-1 = XouX + Yo,y } {Q” i _wz} = a.Xo1. @ ni Pext, ni Pint
0-1/2 MA,0—>1 =0+ Aln Rooq = a'X()lZ) § VAEl/Z = 6 01 5 .
Ryy = —X12X — Vi) Q0 = —wZ
e P ={ ot T 123’} ®{ /o _)} = —a.X1,-w Pext en isolant uniquement 1
Myr51 =0 4 Waerpo = a.wx 4
Rios = Xio% + Y5 Oy0="0
® P 0= { 12 e 12y} ®I__2{O _)} = X15.v(t) Pext en isolant uniquement 2
Myi1-2=0 4 Waezpo = v(0)x 4
Roo1 = Xg1X + Yoy Q10 = —WZ
Q4: Py = {_0, 1= Aok T oy 9} {i, %} = Xo1. v(t) — w(A. Yy + a Xo1)
Mpo—1 = (A.Y01 + a. Xo1)Z a4 Waero =v(0X A

Or Vaerjo = Vaerjz + Vaezjo = V()X = Viey o + A_I)/\Ql/O =awX

D’ot Pyq/0 = Xo1-v(t) — w(4.Yy1 + a. Xp1) = —24. Y1 0 C’est la puissance perdue

On perd d’autant plus d’NRJ que le véhicule est lourd ( Yy, grand), le pneu est sous gonflé (A augmente), la vitesse
augmente.

Exercice 12: Applications du T.E.C.
||
Exercice 5 (Q2) avec le TEC : on isole tous les solides qui bougent donc 142

BAME : To51, Tos2, Trotor moteur—1 Tressort—2, Tfiuige—2 - La pesanteur est négligee

BAMI: T, 0uT,,

d
Le TEC sur 1+2 s’écrit :E EC(1+2/O) == Pext—>1+2 + Pint

— 1 ,p2,1 2
EC(1+2/0) —EC(1/0)+EC(2/O) —519 +5mv
Car 1 tourne autour de I’axe fixe (0,x;) d’un angle 0 et son moment d’inertie autour de cet axe est noté I.

Car 2 translate rectilignement avec une vitesse v(t) = e. 8. cos6 (calcul exo4) et sa masse est notée m)

Pext—>1+2 = P0—>1/0 + P0—>2/0 + Protor moteur—1/0 + Pfluide—>2/0 + Pressort—>2/0

e Py_q1/0 €t Py sont nulles : liaisons parfaites

* Protor moteur—1/0 = C.0 c’est la puissance motrice (>0)

o Prjige—z/0 = ﬁfluide- v(t)z, = —F(t).e.0.cosf  puissance tantot < 0 (si F(t) >0 et que 2 monte),
tantot > 0 (si F(t) >0 et que 2 descend)

o Pressort=2/0 = Fressort-v(t)zg = —(Fy + k.e.sinf).e.0.cos6  méme remarque que pour la
puissance précédente.

e Remarque : inutile ici de faire des comoments de torseur. Les mouvements sont une rotation autour d’un
axe fixe générée par un couple pour 1, et une translation alternative rectiligne générée ou empéchée par des
forces (centrales) pour 2. On utilise « P = Co » quand ¢a tourne et « P = F.V » quand ¢a translate. Attention
toutefois, ceux sont des produits scalaires...

Pine = Py ou P;_,,/; attention de ne pas la compter 2 fois

Roo1 = =212 Q7
= T2_)1®V1/2 - { 2—1——> 21 0} ®{—> / } - 0
B

Mg,,1 =0 Vpe12 = vg%
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Le détail du calcul n’est pas nécessaire puisque la liaison est une ponctuelle parfaite. ( Vpeq/, = 4, est la vitesse
de glissement en B et est donc dans le plan tangent commun au contact, donc sur 1I’horizontale passant par B)

Dou:1.0.0 + m.e?.6.6.cos?0 —m.e?.03.sinf = C.0 — F(t).e.0.cos0 — (Fy +
k. e.sind).e. 0. cosd

Soit I’équation de mouvement :

1.6 + m.e?.08.cos?0 —m.e?.0%.sinf = C — F(t).e.cosf — (F, + k.e.sinb).e.cosf

Exercice 7 avec le TEC :

d
On I’applique a la bille donc pas de puissance intérieure : n Ecwine/o) = Pext-bille/o

mV ceni Q; mvx, WLy,
* Ecpile/o) = 1/2{ (Gemue/m} ®{ pite/0 } - 1/2{ i} ®{ b 0} = 2 mo? + Ja)
G G G G

G (G bille0) V (Gebitle)0) Jw,y, v Xq

o Pextobille/o = Ppes—bille/o T Priuide—bille/o T Ppob-bille/o T Praii-bille/o

m.g zy WpYo .
P, i ={ } ®{ } = —m.g.v sinf
pes—bille/0 - -
0 J¢ VX1 )g
—fv X WpYo 2
Prryi Sbill ={ N } ®{ _,} =—f.17
fluide—bille/0 0 . v . v

F(t)x, WpYo
Pbob—>bille/o={ ((_)? O} ®{vaz9} = F(t).v cosO
G 176

Praisbillejo = O RSGen 1

Apres utilisation des résultats de 1’énoncé, on retrouve bien I’équation de mouvement :

7 . .
gm(R —7)0 + f,(R—1)6 + mg sinb = F(t)cosb
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