Exercice 1 : moments d’inertie et matrices d’inertie élémentaires

Q1 : moment d’inertie d’un cylindre autour de son axe.

On considére un cylindre Cyl de rayon R, hauteur h, d’axe de révolution z. ?

1(cyL (0,2)) = f PH2dm = pﬂ. (x? +y¥)dx dy dz
PeCyl

Avec H le projeté orthogonal de P sur I’axe (0, Z) et p la masse volumique
supposée constante.

On passe en coordonnées cylindriques.
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1(cyl, (0,2)) = p.fffrzrdrdﬁ dz=pf r3drf d@f dz
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4

= pTZRh

La masse du cylindre s’écrit: m=pV = p [[[dm =p fORr dr fozn do foh dz =pR?227rh

Dou:p = "Zh ce qui donne I(Cyl, (o, 5)) =

—2mh = m— résultat a connaitre
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Q2 : moment d’inertie d’une sphére autour de son centre.

I(Sphere, 0) = f OP%dm = p j-f (x2+y%2+2z%)dx dy dz

PeSphere

On passe en coordonnées sphériques.

I(Sphére,0) = p J:U 2 r%sinf dr d6 do
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I(Sphére,0) = pj rtdr j sinf do do = p2n?[—6059]g
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La masse s’écrit : m = pf(;R ridr fonsine do fozndq; = pgnR3

D’ou : I(Sphére, 0) = %mR2

Pour avoir le moment d’inertie d’une sphere autour d’un de ses axes, on somme les trois moments d’inertie
autour de trois axes perpendiculaires.

I(Sphére, (0,55)) + I(Sphére, (0,5/’)) + I(Sphére, (O,Z)) =3 % I(Sphére, (O,Z))
= pff (y? +Zz)dxdydz+pff (x? +zz)dxdydz+pff (x2 + y®)dx dy dz

=2*pfff(x2+y2+zz)dsdyd2= 2 * [(Sphere, 0)

D’ou I(Sphére, (0, 2)) = %mR2



Q3 : on vient de déterminer un élément de la matrice du cylindre.

Les produits d’inertie sont nuls pour raison de symétrie. Vérifions sur I’'un. On se place au centre de gravité G.
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P(G,xy) = pfff xydxdydz=p fff rcof rsinf@ rdr df dz = pf r3drf cosOsin6do f hdz =0
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Car fozn cosfsinfdo = =0

On essaie avec un autre.
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P(G,xz) = pfffxzdxdydzzpfﬂrconrdrd@ dz=pf r3drj cos@dejzhzdz= 0
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Car ffﬁzdz =0
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) puisqu’il y a symétrie de révolution (x et y jouent le
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La matrice s’écrit donc : I(G, Cyl) = 0 4
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méme role).

On calcule A : I(CyL (G, %)) = p [[[(y? + z2)dx dy dz = p [[[ y?dx dy dz + p [[[ z?dx dy dz
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Remarque : 3 plans de symétrie lorsqu’on est en G. Si on se place en un autre point, les
symeétries ne sont plus les mémes.
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Q4 : Par symétrie, les produits d’inertie sont nuls.
Les moments d’inertie nécessitent le méme calcul. On en fait un seul.
I(Para, (G, %)) =p ff (2 +2z?) dxdy dz c G o

= pfff y?dx dy dz+pfff z? dx dy dz /
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b2 | 2
m (12 + 12) 0 0
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D’ou la matrice en G : I(G, Para) = 0 m (E + ﬁ) 0
a2 | b?
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Exercice 2 : matrice d’inertie d’un vilebrequin

Q1 : par huygens sous forme uniaxiale.
2 R 2 2
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I(Gl,Z) =m171+m272+m2a22 +'m373+m3a3
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Q2:1(Gy) = B 0 pour raison de symétrie plane de plan (G4, X, Z).
—E 0 [(Gy,2)
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Par huygens sous forme matricielle.

A R,’ hl2
= m 4 ﬁ +my

.

R,’ hz2 R3% | h3’ 5
<4 12 +m2c2 + mg T‘I-l— + ms3 C3

R h R h
B=m1<Tl+ﬁ> <—+i2>+m2(c22+ a22)+m3< > +%)+m3(c32

E =myaycy; + myascs



