
Exercice 1 : moments d’inertie et matrices d’inertie élémentaires 

Q1 : moment d’inertie d’un cylindre autour de son axe. 

On considère un cylindre Cyl de rayon R, hauteur h, d’axe de révolution z. 

𝐼(𝐶𝑦𝑙, (𝑂, 𝑧)) = ∫ 𝑃𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2𝑑𝑚

𝑃∈𝐶𝑦𝑙

=  𝜌 ∭(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

Avec H le projeté orthogonal de P sur l’axe (𝑂, 𝑧) et 𝜌 la masse volumique 

supposée constante.  

On passe en coordonnées cylindriques. 

𝐼(𝐶𝑦𝑙, (𝑂, 𝑧)) =  𝜌 ∭𝑟2 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃  𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟3 𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑑𝑧
ℎ

0

2𝜋

0

= 𝜌
𝑅4

4
2𝜋ℎ 

La masse du cylindre s’écrit : 𝑚 = 𝜌 𝑉 =  𝜌 ∭𝑑𝑚 = 𝜌 ∫ 𝑟 𝑑𝑟
𝑅

0
∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑑𝑧

ℎ

0
=

2𝜋

0
𝜌

𝑅2

2
2𝜋ℎ  

D’où : 𝜌 =
𝑚

𝜋𝑅2ℎ
 ce qui donne 𝐼(𝐶𝑦𝑙, (𝑂, 𝑧)) =

𝑚

𝜋𝑅2ℎ

𝑅4

4
2𝜋ℎ = 𝑚

𝑅2

2
  résultat à connaître 

 

Q2 : moment d’inertie d’une sphère autour de son centre. 

𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, 𝑂) = ∫ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2𝑑𝑚

𝑃∈𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒

=  𝜌 ∭(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

On passe en coordonnées sphériques. 

𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, 𝑂) =  𝜌 ∭𝑟2 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑 

𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, 𝑂) =  𝜌 ∫ 𝑟4𝑑𝑟 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

  ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

𝑅

0

= 𝜌2𝜋
𝑅5

5
[−𝑐𝑜𝑠𝜃]0

𝜋

= 𝜌
4

5
𝜋𝑅5 

La masse s’écrit : 𝑚 = 𝜌 ∫ 𝑟2𝑑𝑟 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0
  ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

𝑅

0
= 𝜌

4

3
𝜋𝑅3 

D’où : 𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, 𝑂) =
3

5
𝑚𝑅2 

Pour avoir le moment d’inertie d’une sphère autour d’un de ses axes, on somme les trois moments d’inertie 

autour de trois axes perpendiculaires. 

𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, (𝑂, 𝑥⃗)) +  𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, (𝑂, 𝑦⃗)) + 𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, (𝑂, 𝑧)) = 3 ∗ 𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, (𝑂, 𝑧))

= 𝜌 ∭(𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + 𝜌 ∭(𝑥2 + 𝑧2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + 𝜌 ∭(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

= 2 ∗ 𝜌 ∭(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑠 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 2 ∗ 𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, 𝑂) 

D’où 𝐼(𝑆𝑝ℎè𝑟𝑒, (𝑂, 𝑧)) =
2

5
𝑚𝑅2 

H 



Q3 : on vient de déterminer un élément de la matrice du cylindre. 

Les produits d’inertie sont nuls pour raison de symétrie. Vérifions sur l’un. On se place au centre de gravité G. 

𝑃(𝐺, 𝑥𝑦) =  𝜌 ∭𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 𝜌 ∭𝑟𝑐𝑜𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃  𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟3𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃
2𝜋

0

∫ 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

= 0 

Car ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃
2𝜋

0
= [

(𝑠𝑖𝑛𝜃)2

2
]
0

2𝜋

= 0 

On essaie avec un autre. 

𝑃(𝐺, 𝑥𝑧) =  𝜌 ∭𝑥𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 𝜌 ∭𝑟𝑐𝑜𝜃 𝑧 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃  𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟3𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃
2𝜋

0

∫ 𝑧𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

= 0 

Car ∫ 𝑧𝑑𝑧
ℎ

2

−
ℎ

2

= 0 

La matrice s’écrit donc : 𝐼(𝐺, 𝐶𝑦𝑙) = [

𝐴 0 0
0 𝐴 0

0 0 𝑚
𝑅2

2

]

𝑥⃗,𝑦⃗⃗,𝑧

puisqu’il y a symétrie de révolution (x et y jouent le 

même rôle). 

On calcule A : 𝐼(𝐶𝑦𝑙, (𝐺, 𝑥⃗)) =  𝜌 ∭(𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 𝜌 ∭𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + 𝜌 ∭𝑧2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

𝜌 ∭𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟3𝑑𝑟
𝑅

0

∫ (𝑠𝑖𝑛𝜃)2𝑑𝜃 ∫ 𝑑𝑧
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𝜌 ∭𝑧2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑧2𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

2𝜋

0

= 𝜌
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2
2𝜋

1

3
(
ℎ3

8
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ℎ3

8
) =  𝑚

ℎ2

12
 

D’où 𝐴 =  𝑚(
𝑅2

4
+

ℎ2

12
) 

Remarque : 3 plans de symétrie lorsqu’on est en G. Si on se place en un autre point, les 

symétries ne sont plus les mêmes. 

 

Q4 : Par symétrie, les produits d’inertie sont nuls. 

Les moments d’inertie nécessitent le même calcul. On en fait un seul. 

𝐼(𝑃𝑎𝑟𝑎, (𝐺, 𝑥⃗)) = 𝜌 ∭(𝑦2 + 𝑧2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

= 𝜌 ∭𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + 𝜌 ∭𝑧2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

= 𝜌 ∫ 𝑑𝑥
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D’où la matrice en G : 𝐼(𝐺, 𝑃𝑎𝑟𝑎) =

[
 
 
 
 
 𝑚 (

𝑏
2

12
+

𝑐2

12
) 0 0

0 𝑚 (
𝑎2

12
+

𝑐2

12
) 0

0 0 𝑚 (
𝑎2

12
+

𝑏
2

12
)]
 
 
 
 
 

𝑥⃗,𝑦⃗⃗,𝑧

 

 

 

 

 

Exercice 2 :  matrice d’inertie d’un vilebrequin 

Q1 : par huygens sous forme uniaxiale. 

𝐼(𝐺1, 𝑧) = 𝑚1
𝑅1

2

2
+ 𝑚2

𝑅2
2

2
+ 𝑚2𝑎2

2 + 𝑚3
𝑅3

2

2
+ 𝑚3𝑎3

2 

 

Q2 : 𝐼(𝐺1) = [
𝐴 0 −𝐸
0 𝐵 0

−𝐸 0 𝐼(𝐺1, 𝑧)
]

𝑥⃗,𝑦⃗⃗,𝑧

pour raison de symétrie plane de plan (𝐺1, 𝑥⃗, 𝑧). 

Par huygens sous forme matricielle. 

𝐴 =  𝑚1 (
𝑅1

2

4
+

ℎ1
2

12
) + 𝑚2 (

𝑅2
2

4
+

ℎ2
2
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) + 𝑚2 𝑐2

2 + 𝑚3 (
𝑅3

2

4
+

ℎ3
2
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) + 𝑚3 𝑐3

2 

𝐵 =  𝑚1 (
𝑅1

2

4
+

ℎ1
2

12
) + 𝑚2 (

𝑅2
2

4
+

ℎ2
2

12
) + 𝑚2 (𝑐2

2 + 𝑎2
2) + 𝑚3 (

𝑅3
2

4
+

ℎ3
2

12
) + 𝑚3 (𝑐3

2 + 𝑎3
2) 

𝐸 = 𝑚2𝑎2𝑐2 + 𝑚3𝑎3𝑐3 


