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Problème N°1: Quille Pendulaire (extrait de Mines ponts MP 2014) 
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Problème N°2: Contrôle d’une machine de forage (extrait CCinp MP 2023) 

Q1 :  

Une solution sans 

le mot when est 

acceptable 

 

Les variables 

doivent être calculées 

continument. On 

pourrait indiquer une 

transition réflexive. 

 

 

 

 

 

 

 

 

when 
(↑ FinDeg. ARU̅̅ ̅̅ ̅̅  ) 
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Q2 : La pression maximale admissible pour le gravier compact est de 400 kPa. 
L’indicateur b_% reste en dessous la valeur de déclenchement de l’alarme. 

L’alarme se déclenche lorsque la pression calculée atteint 400 000 Pa, soit à l’instant 100 s. 

 

Q3 : 𝑉(𝐼, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑉(𝐼, 4/3)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑉(𝐼, 3/𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑉(𝐼, 𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

Avec  

• mouvement de rotation de 4 par rapport à 3 d’axe(𝐶, 𝑦 ), 

  𝑉(𝐼, 4/3)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑉(𝐶, 4/3)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝜔4 3⁄ 𝑦 = 0⃗ − 𝑅3𝑥 ∧ (−𝜔3𝑦 ) = 𝑅3𝜔3 𝑧   

• non glissement du câble sur la poulie, 𝑉(𝐼, 3/𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗   

• câble attaché en O, donc fixe par rapport à 0, 𝑉(𝐼, 𝑐𝑎𝑏𝑙𝑒/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

D’où : 𝑉(𝐼, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑧 = 𝑅3 𝜔3. 

De plus, le mouvement de 4 par rapport à 0 est une translation : 𝑉(𝐼, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑧 = 𝑉(𝐷, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑧 = 𝑉. 

Q4 : on a 𝑉 = −𝑅3 ω3 + 𝑅1ω1 et 𝑉 = 𝑅3ω3. En remplaçant, on obtient : 𝑉 =
𝑅1

2
ω1, soit : 𝑅𝑒𝑞 =

𝑅1

2
 

 

Q5 : Les ressorts étant en parallèle, les allongements sont tous identiques. L’actions du ressort équivalent est la 

somme des actions de chacun des ressorts : 𝐹𝑛𝑟⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ∑ 𝑘(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧)𝑧 = 𝑛 𝑘(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧)𝑧 
𝑛
𝑖=1 . 

Par identification on trouve 𝑘𝑇 = 𝑛 𝑘. De même, pour les amortisseurs : 𝜆𝑇 = 𝑛 𝜆. 

 

Q6 : Isolons (5), soumis aux actions mécaniques extérieures du poids 𝑀𝐾𝑔, des ressorts et amortisseurs et de la 

liaison glissière 4-5. 

A l’équilibre, le théorème de la résultante statique en projection sur 𝑧  donne : 

 −𝑀𝐾g − 𝑘𝑇(Δ𝑧0 − Δ𝑧𝑒) + λ𝑇Δ𝑧̇ + 𝐹𝑠𝑜𝑙 = 0, avec 𝛥𝑧̇ = 0 à l’équilibre et 𝐹𝑠𝑜𝑙 = 0 car le système est suspendu. 

D’où : −𝑀𝐾𝑔 − 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) = 0 

Isolons (4+5), soumis aux actions mécaniques extérieures des poids sur (4) et (5), des câbles et de la liaison 

glissière 4-0. 

A l’équilibre, le théorème de la résultante statique en projection sur 𝑧  donne : 2𝐹𝑤𝑒 − (𝑀𝑇 +𝑀𝐾)𝑔 = 0 

 

Q7 : Les actions mécaniques extérieures à 4 proviennent des câbles, de son poids, des ressorts et amortisseurs et 

des liaisons glissières avec 0 et 5. 

Le théorème de la résultante dynamique, en projection sur 𝑧  donne : 

𝑀𝑇  𝑧̈4 = 2𝐹𝑤 −𝑀𝑇𝑔 + 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧) − 𝜆𝑇𝛥𝑧̇ 

Q8 : Avec le changement de variable proposé : 𝛥𝑧 = 𝑧4 − 𝑧5 = 𝑧̂4 − 𝑧̂5 + 𝛥𝑧𝑒 . 

L’équation de la question précédente devient : 

𝑀𝑇  𝑧̈̂4 = 2𝐹𝑤𝑒 + 𝛿𝐹𝑤 −𝑀𝑇𝑔 + 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝑧̂4 + 𝑧̂5 − 𝛥𝑧𝑒) − 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5)

⇔ 𝑀𝑇  𝑧̈̂4 = 2𝐹𝑤𝑒 −𝑀𝑇𝑔 + 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) + 𝛿𝐹𝑤 + 𝑘𝑇(−𝑧̂4 + 𝑧̂5) − 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5)
 

Avec, à l’équilibre : 2𝐹𝑤𝑒 −𝑀𝑇𝑔 = 𝑀𝐾𝑔, soit 2𝐹𝑤𝑒 −𝑀𝑇𝑔 + 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) = 𝑀𝐾𝑔 + 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) = 0. 

Psol

Déclenchement
alarme
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D’où, par rapport à la position d’équilibre : 𝑀𝑇  𝑧̈̂4 = 𝛿𝐹𝑤 + 𝑘𝑇(−𝑧̂4 + 𝑧̂5) − 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5). 

En regroupant les termes, on obtient la première équation recherchée : 𝑀𝑇  𝑧̈̂4 + 𝜆𝑇 𝑧̇̂4 + 𝑘𝑇𝑧̂4 = 𝜆𝑇 𝑧̇̂5 + 𝑘𝑇𝑧̂5 +

𝛿𝐹𝑤. 

 

Q9 : L’équation donnée dans le sujet, s’écrit, après changement de variables : 

𝑀𝐾  𝑧̈̂5 = 𝐹𝑠𝑜𝑙 − 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝑧̂4 + 𝑧̂5 − 𝛥𝑧𝑒) + 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5) − 𝑀𝐾𝑔

⇔ 𝑀𝐾  𝑧̈̂5 = 𝐹𝑠𝑜𝑙 − 𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) − 𝑀𝐾𝑔 − 𝑘𝑇(𝑧̂5 − 𝑧̂4) + 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5)
 

A l’équilibre, −𝑘𝑇(𝛥𝑧0 − 𝛥𝑧𝑒) − 𝑀𝐾𝑔 = 0, d’où 𝑀𝐾  𝑧̈̂5 = 𝐹𝑠𝑜𝑙 − 𝑘𝑇(𝑧̂5 − 𝑧̂4) + 𝜆𝑇(𝑧̇̂4 − 𝑧̇̂5). 

En regroupant les termes, on obtient la deuxième équation recherchée. 

La première équation donne : 𝑍4(𝑝)(𝑀𝑇𝑝
2 + 𝜆𝑇𝑝 + 𝑘𝑇) = (𝑘𝑇 + 𝜆𝑇𝑝)𝑍5(𝑝) + 𝛥𝐹𝑤(𝑝). 

De plus, 𝑣(𝑡) =
𝑑𝑧4(𝑡)

𝑑𝑡
, soit  𝑍4(𝑝) =

𝑉(𝑝)

𝑝
. 

On obtient  𝛥𝐹𝑤(𝑝) =
𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝+𝑀𝑇𝑝

2

𝑝
𝑉(𝑝) − (𝑘𝑇 + 𝜆𝑇𝑝)𝑍5(𝑝)  (i) 

On en déduit 𝐻8(𝑝) =
𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝+𝑀𝑇𝑝

2

𝑝
 

La deuxième équation donne : 𝑍5(𝑝) =
1

𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝+𝑀𝐾𝑝2
[(𝑘𝑇 + 𝜆𝑇𝑝)

𝑉(𝑝)

𝑝
+ 𝐹𝑠𝑜𝑙(𝑝)]. 

On en déduit 𝐻6(𝑝) =
𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝

𝑝
   Et, en replaçant 𝑍5(𝑝) dans (i) : 𝐻7(𝑝) =

𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝

𝑘𝑇+𝜆𝑇 𝑝+𝑀𝐾𝑝2
 

 

Q10 : On obtient : 

𝑄𝑝(𝑝) = 𝐾𝑠 𝑈𝑠(𝑝)
𝑉0

𝐵
𝑝𝛥𝑃(𝑝) = 𝑄𝑝(𝑝) − 𝑄𝑚(𝑝)

𝑄𝑚(𝑝) = 𝐶𝑌  𝛺𝑚(𝑝)
𝐶𝑚(𝑝) = 𝐶𝑌  𝛥𝑃(𝑝)

(𝑎 + 𝐽𝑒𝑞𝑝) 𝛺𝑚(𝑝) = 𝐶𝑚(𝑝) − 𝐶𝑟(𝑝)

      

𝐻1(𝑝) = 𝐾𝑠

𝐻2(𝑝) =
𝐵

𝑉0𝑝

𝐻3(𝑝) = 𝐶𝑌
𝐻4(𝑝) = 𝐶𝑌

𝐻5(𝑝) =
1

𝑎+𝐽𝑒𝑞  𝑝

 

 

Q11 : 𝐾𝑖ℎ𝑚 permet de s’assurer qu’en régime permanent, l’image de l’erreur ϵ𝑉 est nulle lorsque l’erreur est 

nulle, qu’elle que soit la consigne. 

Condition vérifiée si 𝐾𝑖ℎ𝑚 = 𝐾𝑔𝑒𝑛
2

𝑅2
. 

Problème N°3 :  Roue autonome ezwheel (extrait CCinp MP 2013) 

Q1a  

Rf,NN

avantrouesSol

0Z

00

00

T
















=→   

Ponctuelle de normale (𝑵, 𝒛𝒇⃗⃗⃗⃗ ) pour laquelle l’effort tangentiel est négligé.  

Justification :  TMD en A sur la roue avant en projection sur 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗  : 

𝑴𝑨,𝒑𝒆𝒔→𝒓𝒐𝒖𝒆 𝒂𝒗𝒂𝒏𝒕
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑨,𝒑𝒊𝒗𝒐𝒕 𝒇𝒂𝒖𝒕𝒆𝒖𝒊𝒍→𝒓𝒐𝒖𝒆 𝒂𝒗𝒂𝒏𝒕

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑨,𝒔𝒐𝒍→𝒓𝒐𝒖𝒆 𝒂𝒗𝒂𝒏𝒕
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗ =

𝜹𝑨,𝒓𝒐𝒖𝒆 𝒂𝒗𝒂𝒏𝒕/𝟎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗ = 𝟎 

Pesanteur négligée + pivot fauteuil/roue axe avant (A, 𝒚𝒇⃗⃗⃗⃗  ) sans frottement + inertie négligée  

𝑅𝑎𝑦𝑜𝑛 𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 . 𝑋𝑁 = 0  𝑋𝑁 = 0 

Remarque : ce n’est pas le cas pour la roue arrière qui est motorisée. Il y a le couple moteur qui intervient dans le 

TMD (voir Q4). 

ZN 
XN 
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Q1b  

Rf,MM

M

arrièrerouesSol

0Z

00

0X

T
















=→   

Ponctuelle de normale (𝑀, 𝑧𝑓⃗⃗  ⃗) avec forttement donc une 

composante tangentielle (du sol sur la roue) opposée à la vitesse 

de glissement (de la roue par rapport au sol quand ça glisse) :  

𝑉𝑀∈𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑖E𝑟𝑒/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑅𝑎𝑦𝑜𝑛 𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑖E𝑟𝑒. 𝜔𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟𝑒/𝑓𝑎𝑢𝑡𝑒𝑢𝑖𝑙𝑥𝑓⃗⃗  ⃗  

Q1c  

R,GS

fauteuilPoids

0gM

00

00

T
















−

=→  Glisseur en G de porté par −𝒛𝟎⃗⃗⃗⃗  

 

Q2 : Pour une roue avant par exemple sachant que A n’est pas un point fixe du repère galiléen (0) lié au sol, on 

reprend les formules les plus générales : 

 𝛿𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑑

𝑑𝑡/0
𝜎𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑚𝑟𝑉𝐴/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝑉𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 = 𝐴  𝑚𝑟𝑉𝐴/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝑉𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝜎𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 /0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐼𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 .𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑚𝑟𝐴𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝑉𝐴∈𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 = 𝐴  𝑚𝑟𝐴𝐺𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    𝑉𝐴∈𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝐼𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 = 0 inertie négligée  

Donc 𝛿𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  et 𝛿𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟𝑒𝑠/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  

On finit avec Babar : 𝛿𝐺,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛿𝐴,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝑚𝑟𝐴/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  car masse négligée devant celle du 

fauteuil.  

Du coup, tout est nul… 

Il faut comprendre ce calcul mais ne pas le refaire… 

L’utilisateur et le fauteuil se déplacent en ligne droite : il n’y a pas de mouvement de rotation . 

𝛿 𝐺,𝑢𝑡𝑖𝑖𝑠𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟+𝑓𝑎𝑢𝑡𝑒𝑢𝑖𝑙/0 = 0⃗   .Résultat du cours à connaître par cœur. Il faut être au centre de gravité et dans un 

mouvement de translation (rectiligne ou circulaire) pour écrire que le moment dynamique est nul. 

Donc : 𝛿 𝐺,𝑆/0 = 𝛿 𝐺,𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟+𝑓𝑎𝑢𝑡𝑒𝑢𝑖𝑙/0 + 𝛿 𝐺,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡/0 + 𝛿 𝐺,𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟𝑒/0 = 0⃗   

Remarque : la justification doit être précise. Fauteuil+utilisateur translatent mais roues translatent et tournent !!! 

Q3 : Le problème étant considéré comme plan, deux équations scalaires proviennent de l’application du 

théorême de la résultante dynanique au système S en projection sur les axes 𝑥→𝑓 et 𝑧→𝑓. La troisième équation 

scalaire provient de l’application du théorême du moment dynamique au système S en projection sur l’axe 

(𝐺, 𝑦→
𝑓
) . 

Les masses et inerties des roues motorisées sont négligeables, donc la résultante dynamique du système S 

est égale à la résultante dynamique du fauteuil et de l’utilisateur qui ont un mouvement de translation dirigé selon 

𝑥→𝑓: 

𝑀𝑆 𝑎
→ (𝐺, 𝑆/𝑅0) = 𝑀𝑆𝑥̈(𝑡) 𝑥

→
𝑓 

ZM 

X

M 𝑽𝑴∈𝒓𝒐𝒖𝒆 𝒂𝒓𝒓𝒊𝒆𝒓𝒆/𝟎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
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Les actions des forces électromagnétiques ( moteurs ) sur les roues et sur le fauteuil s’annulent. Rappel : 0  ,  

on obtient donc :  

(1) 𝑋𝑀 +𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝑀𝑆𝑥̈(𝑡) 
 

interprétation :  < 0 ( 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗  part dans le fond…). Pour atteindre l’équilibre il faut produire grâce au couple moteur 

un effort tangentiel permettant au moins de compenser les effets de pesanteur (suivant l’axe du sol) : 𝑋𝑀 =
−𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛𝛼.  

Pour accélérer, il faut que cet effort tangentiel soit supérieur à −𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛𝛼 (qui est positif). Cela nécessite donc 

un couple supérieur fournit par le moteur… 

 

(2) 𝑍𝑁 + 𝑍𝑀 −𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 0   

interprétation : combinée avec le TMD cette équation traduit la répartition des efforts normaux. Plus la pente de 

la rampe va être grande plus les roues arrières sont chargées (ZM grand) 

Les 2 composantes ZM et ZN sont positives.  

 

𝑀
→ 
𝐺,𝑆𝑜𝑙→𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡 ⋅ 𝑦

→𝑓 = (𝐺𝑁
→  

∧ 𝑍𝑁 𝑧
→𝑓) ⋅ 𝑦→𝑓 = [(−ℎ 𝑧→𝑓 + 𝑒 𝑥→𝑓) ∧ 𝑍𝑁 𝑧

→𝑓] ⋅ 𝑦→𝑓 = −𝑒𝑍𝑁 

𝑀
→ 
𝐺,𝑆𝑜𝑙→𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑖𝑒𝑟𝑒 ⋅ 𝑦

→𝑓 = (𝐺𝑀
→  

∧ [𝑋𝑀 𝑥
→𝑓 + 𝑍𝑀 𝑧

→𝑓]) ⋅ 𝑦→𝑓

= [(−ℎ 𝑧→𝑓 − 𝑙 𝑥→𝑓) ∧ [𝑋𝑀 𝑥
→𝑓 + 𝑍𝑀 𝑧

→𝑓]] ⋅ 𝑦→𝑓 = −ℎ𝑋𝑀 + 𝑙𝑍𝑀 

 

(3)  − 𝑒𝑍𝑁 − ℎ𝑋𝑀 + 𝑙𝑍𝑀 = 0 

 On applique le TMD forcément en G à cause de Q2. On notera que la composante tangentielle XM produit 

un moment < 0. ZN produit un moment < 0 et ZM un moment > 0. 

 A chaque fois, on peut calculer ces moments par force*bras de levier. Le produit vectoriel de Babar n’est 

pas indispensable… 

 N’oubliez pas que le PFD se traduit par le TRD et le TMD !!!!! dans un pb plan comme ici cela donne 3 

équations scalaires. 

 Pas de gros calculs de dynamique ici : le moment dynamique est nul et la réultante dynamique c’est 

masse*accélération suivant 𝒙𝒇⃗⃗⃗⃗  … 

 Attention : Cred est le couple à la sortie du réducteur qui fait tourner les roues arrières motrices. Il 

provient du couple moteur du stator fixé au fauteuil sur le rotor fixé aux roues. Il est donc interne au 

système isolé. Il ne fait pas partie du BAME !!! Il est dans le BAME quand on isole les roues arrières 

(Q4) 

 

Moteur 
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Q4 : A la limite du glissement, on a d’après la loi de Coulomb : (4) 𝑋𝑀 = 𝑓𝑍𝑀 

Rappel : 0  (𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗  part dans le fond…) 

Remarque :  

Le fauteuil monte donc l’action tangentielle du sol sur les roues 

motorisées est dirigée selon fx+  : 

• les roues motorisées arrière sont en équilibre puisque leur masse et 

leur inertie sont négligées. Le TMD au centre des roues arrière vaut 

0. 

• en appliquant le théorème du moment statique en projection sur 

l’axe (𝑂𝑓 , 𝑦𝑓
→ ) aux roues motorisées, on trouve que XM est dirigé 

selon +𝑥𝑓
→  

 

𝐶𝑟𝑒𝑑 − 𝑅𝑋𝑀 = 0  ⇒ 𝑋𝑀 > 0 permet de retrouver le sens de l’action tangentielle 

 

On a donc le système d’équations suivant : 

(1) 𝑓𝑍𝑀 +𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝑀𝑆𝑥̈(𝑡) 

(2) 𝑍𝑁 + 𝑍𝑀 −𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 0 

(3)  − 𝑒𝑍𝑁 − ℎ𝑓𝑍𝑀 + 𝑙𝑍𝑀 = 0 

 

Résolution :    𝑒 × (2) + (3) ⇔ (𝑒 + 𝑙 − ℎ𝑓)𝑍𝑀 = 𝑒𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

D’où :     𝑥̈(𝑡) = 𝑔 [𝑠𝑖𝑛 𝛼 +
𝑓𝑒 𝑐𝑜𝑠 𝛼

(𝑒+𝑙−ℎ𝑓)
] 

Application numérique : on a alors 𝑡𝑎𝑛|𝛼| =
12

100
pour une pente de 12%, d’où 𝛼 = −6,8°  𝑥̈ = 4,15𝑚. 𝑠−2 

Q5 :   On tient compte du fait qu’il y a deux motoréducteurs et qu’on considère le problème comme plan. 

 

Le système isolé est à présent constitué des deux roues motorisées. La 

masse et l’inertie de ces roues étant négligées, on applique le théorème 

du moment dynamique équivalent au théorème du moment statique ici 

en projection sur l’axe (𝑂𝑓 , 𝑦𝑓
→ ) : 

𝑀
→ 
𝑂𝑓,𝑆𝑜𝑙→𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑟𝑖è𝑟𝑒 ⋅ 𝑦

→
𝑓
+𝑀
→ 
𝑂𝑓,𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟é𝑑𝑢𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠→𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑟𝑖è𝑟𝑒 ⋅ 𝑦

→
𝑓
= 0 

   

le moment  en Of  projeté sur 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗  du torseur de la liaison pivot 

fauteuil/roues arrière vaut 0 (liaion sans frottement).  

𝑀
→ 
𝑂𝑓,𝑆𝑜𝑙→𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑟𝑖è𝑟𝑒 ⋅ 𝑦

→𝑓 = (𝑂𝑓𝑀
→   

∧ [𝑋𝑀 𝑥
→𝑓 + 𝑍𝑀 𝑧

→𝑓]) ⋅ 𝑦→𝑓 = [−𝑅 𝑧→𝑓 ∧ 𝑋𝑀 𝑥
→𝑓] ⋅ 𝑦→𝑓 = −𝑅𝑋𝑀   

avec 𝑋𝑀 = 𝑓𝑍𝑀 (limite du glissement) 

On a donc :   (5) 2𝐶𝑟𝑒𝑑 − 𝑅𝑓𝑍𝑀 = 0 

On avait précédemment trouvé : (1) 𝑓𝑍𝑀 +𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝑀𝑆𝑥̈(𝑡)  ⇔  2
𝐶𝑟𝑒𝑑

𝑅
= 𝑀𝑆(𝑥̈(𝑡) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 

𝐶𝑟𝑒𝑑 =
𝑅

2
𝑀𝑆(𝑥̈(𝑡) − 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 

Application numérique dans le cas du glissement : 𝑥̈ = 4,15𝑚. 𝑠−2 donc 𝐶𝑟𝑒𝑑 ≈ 160 𝑁𝑚 

Résultante 

pivot 

fauteuil/roues 

arrière 

Résultante 

pivot 
fauteuil/roues 

arrière 
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Q6 :« Chaque motoréducteur fournit 70 Nm au maximum » et on trouve qu’il faut un couple de 160 Nm pour 

que le fauteuil patine sur une pente de béton mouillé de 12%. 

Les moteurs ne fournissant pas ce couple élevé, le fauteuil ne patinera pas. 

 

(2) 𝑍𝑁 + 𝑍𝑀 −𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 0 et  (5) 2𝐶𝑟𝑒𝑑 − 𝑅𝑓𝑍𝑀 = 0  

 d’où : 𝑍𝑁 = 𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑍𝑀 = 𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −
2𝐶𝑟𝑒𝑑

𝑅𝑓
= 1461 − 1778 [𝑁] 

𝑍𝑁 = −317 𝑁 

Ce qui est impossible : ZN ne peut être que positif s’il y a contact entre la roue avant et le sol ou nul s’il n’y a pas 

contact avec le sol. 

Donc, le fauteuil n’est pas en équilibre quand le couple moteur est de 160 Nm et quand il est à la limite du 

glissement sur une pente à 12% de béton mouillé : le fauteuil bascule.  

D’où la nécessité de limiter le couple moteur pour empêcher le basculement. 

Q7 : Avec la valeur de couple moteur fournie. On a le système d’équations suivant avec Cred =70 Nm 

(1) 𝑋𝑀 +𝑀𝑆𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝑀𝑆𝑥̈(𝑡) 

(2) 𝑍𝑁 + 𝑍𝑀 −𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 0 

(5) 2𝐶𝑟𝑒𝑑 − 𝑅𝑋𝑀 = 0 ce qui donne  𝑋𝑀 = 350𝑁 

D’où 𝑥̈(𝑡) =
2𝐶𝑟𝑒𝑑

𝑅𝑀𝑆
+ 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 Application numérique : 𝑥̈(𝑡) = 1,17 𝑚. 𝑠−2 

Le fauteuil ne glissera pas sur une pente de béton mouillé de 12% puisque Cm <160 Nm. 

On cherche à présent ZN pour vérifier qu’il y a contact entre la roue avant et le sol. 

On a le système d’équations : 

(2) 𝑍𝑁 + 𝑍𝑀 = 𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

(3)  − 𝑒𝑍𝑁 + 𝑙𝑍𝑀 = ℎ𝑋𝑀 

Résolution : 𝑙 × (2) − (3) ⇔ (𝑒 + 𝑙)𝑍𝑁 = 𝑒𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − ℎ𝑋𝑀   avec       (5) 𝑋𝑀 =
2𝐶𝑟𝑒𝑑

𝑅
 

On a donc :𝑍𝑁 =
𝑙𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼−ℎ

2𝐶𝑟𝑒𝑑
𝑅

𝑒+𝑙
  Application numérique : 𝑍𝑁 = 137𝑁 

Le fauteuil ne bascule pas puisque 𝑍𝑁 > 0, les roues avant sont en contact avec le sol. 

On peut vérifier qu’on n’a pas glissement en M : 𝑒 × (2) + (3) ⇔ (𝑒 + 𝑙)𝑍𝑀 = 𝑒𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + ℎ𝑋𝑀 

Ce qui donne  𝑍𝑀 =
𝑒𝑀𝑆𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝛼+ℎ

2𝐶𝑟𝑒𝑑
𝑅

𝑒+𝑙
 Application numérique : 𝑍𝑀 = 1324𝑁 

 

D’après la loi de Coulomb, on n’a pas glissement en M si : |𝑋𝑀| < 𝑓|𝑍𝑀| 

Le coefficient de frottement f des roues sur une rampe de béton mouillé de pente 12% est 𝑓 = 0,45 

On a bien : 350 < 0,45 × 1324. 

Le fauteuil ne glisse pas sur une rampe de béton mouillé dont la pente est 12%. . 

Ce cas de figure étant le cas le plus défavorable, les moteurs mis en place sur le fauteuil permettent de respecter 

les normes d’accès aux bâtiments. 

Remarque générale : les questions nécessite une parfaite modélisation (Q1) puis une application dans un premier 

temps du PFD sur l’ensemble du véhicule (Q2) puis sur les roues arrières (Q4). Les 3 équations obtenues à la Q2 

sont indispensables pour la suite du Pb… 


