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DS N°1 
Aucun document autorisé 

Calculatrices autorisées 

Le devoir comporte 3 problèmes extraits de sujets de concours à traiter dans l’ordre proposé.  

Durée 4 heures  

  

Problème N°1: Quille Pendulaire (extrait de Mines ponts MP 2014) 
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Problème N°2: Contrôle d’une machine de forage (extrait CCinp MP 2023) 

Dans le domaine du génie civil, toute structure architecturale a besoin d’une fondation faisant office de liaison 

entre celle-ci et le sol. Elle permet d’assurer la transmission des charges et leur répartition dans le sol. Lorsque le 

sol résistant se trouve à une très grande profondeur, ou dans le cas d’une structure très importante, il est nécessaire 

de créer une fondation profonde composée de pieux en béton armé. L’excavation des terres se réalise alors grâce à 

un engin appelé foreuse (ou machine de forage).  

 

Comme l’illustre la figure 1, ces pieux de 

fondation profonde sont réalisés en 

plusieurs étapes :  

• étape 1 : positionnement de la foreuse 

et de l’outil au-dessus du point 

d’implantation du pieu ;  

• étape 2 : forage profond jusqu’au sol 

résistant ;  

• étape 3 : mise en place de l’armature 

(treillis de fer) du pieu ;  

• étape 4 : coulée du béton ;  

• étape 5 : retrait de la machine et 

séchage du pieu.  

 

 

 

Une machine de forage est un système riche en sous-systèmes. Une description fonctionnelle partielle est donnée 

figure 2 et une description structurelle, simplifiée, se situe en figure 3.  

 

 

Figure 2 : Diagramme des exigences partiel 

 

  

Figure 1 : Réalisation d’un pieu de forage profond 
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Une tourelle, comportant la cabine de pilotage, les différents 

moteurs de la foreuse et des contrepoids à l’arrière, est montée 

sur un châssis équipé de chenilles. La tourelle est orientable 

autour d’un axe vertical à 360° par rapport au châssis et porte 

un mât de levage. Ce mât, dont la portée et la verticalité par 

rapport à la tourelle sont réglables à l’aide de vérins, guide une 

table de forage en translation grâce à un câble d’avance lui-

même actionné par un treuil d’avance. En phase de forage, 

pendant que la table de forage descend, celle-ci actionne en 

rotation la tige Kelly au bout de laquelle est montée l’outil, 

généralement une tarière (vis sans fin). Le mouvement 

d’avance combiné au mouvement de rotation de l’outil permet 

le forage. De plus, on note que la table de forage est équipée 

d’un système de suspension permettant d’amortir, pour le reste 

de la machine, les vibrations dues aux efforts de forage.  

 

Dans ce sujet, il ne sera étudié que la stabilité globale de la 

machine (Partie I) et l’axe d’avance (Partie II). Le contrôle 

de ces fonctionnalités est soumis aux exigences présentes dans 

le diagramme des exigences partiel de la figure 2.  

 

 

 

 

Partie I - Contrôle de la stabilité de la machine de forage 

Les objectifs de cette partie sont de valider l’exigence 1.2 et d’étudier ce que propose le constructeur face à 

l’exigence 1.1.  

 

I.1 - Condition de basculement statique 

En fonction de l’orientation de la tourelle par rapport au châssis et des efforts 

mis en jeu, il est possible que la machine de forage bascule (voir annexe1 pour 

appréhender l’origine du basculement). Ceci doit légitimement être évité. Pour 

cela, la connaissance de la position estimée du centre de gravité de la machine 

permet à l’ordinateur de bord d’afficher à tout instant sur l’écran de contrôle la 

marge de manœuvre possible avant basculement de la machine. La figure 4 ci-

contre illustre ce que l’opérateur peut observer dans un coin de son écran : le 

pourcentage b% d’atteinte de la posture critique de basculement pour une 

orientation de tourelle donnée.  

 

I.2 - Contrôle de la pression du sol  

I.2.1 - Modélisation des actions mécaniques  

Le basculement de la machine n’est pas toujours dû à un déport trop important du centre de gravité de la machine, 

comme présenté dans la partie précédente, ou à un effort du sol trop important. En effet, une fondation profonde a 

particulièrement du sens si le sol de surface n’est pas très résistant. Ainsi, si la foreuse exerce trop de pression sur 

ce sol, celui-ci peut s’affaisser, ce qui peut déstabiliser de manière critique la machine. La foreuse doit donc 

contrôler à tout instant, par estimation, la pression qu’elle exerce sur le sol (et donc que le sol exerce sur elle).  

 

Figure 3 : Principaux constituants d’une foreuse 

Figure 4 : Aperçu du contrôle de 

b% 
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Le tableau 1 récapitule les niveaux de pression que les sols peuvent supporter avant de risquer de s’affaisser.  

 

Tableau 1: Pressions admissibles par le sol selon le type de sol 

 

 

 

Les normes européennes précisent que la répartition de 

pression du sol sur chaque chenille doit être modélisée 

comme trapézoïdale sur sa longueur et constante sur sa 

largeur. Un exemple de représentations 3D, 2D et " 

aplatie " (comme vue sur l’écran de contrôle dans la 

cabine) de telles répartitions est donné sur la figure 5. Sur 

la vue " aplatie ", la machine est vue de dessus et la 

visualisation de l’allure des pressions sous les chenilles 

est ramenée dans le plan de l’écran.  

 

Un des rôles de l’ordinateur de bord est d’estimer ces 

répartitions de pression afin de vérifier que la pression 

maximale supportée par le sol (rentrée par l’utilisateur en 

fonction du site) n’est pas atteinte à un coefficient de 

sécurité près. Si c’est le cas, l’ordinateur bloque tous les 

mouvements de la foreuse qui risqueraient d’empirer et 

renvoie une alarme.  

 

La figure 6 permet de remarquer que B (respectivement 

D), toujours positive, est la pression moyenne de la 

répartition trapézoïdale gauche (respectivement droite) 

et que A (respectivement C), positive ou négative, en 

est l’écart entre sa pression avant et arrière. Ainsi, la 

pression maximale du sol sur la chenille gauche vaut 

toujours 𝐵 + |
𝐴

2
| (respectivement 𝐷 + |

𝐶

2
| à droite).  

 

 

 

 

L’ordinateur de bord détermine les valeurs des pressions A, B, C et D grâce aux équations issues du PFS (partie 

non étudiée ici) et des données renvoyées à tout instant par les capteurs présents sur les différents axes de la 

foreuse. Il en déduit la pression maximale en prenant comme hypothèse assez réaliste où C = A. 

𝑝𝑚𝑎𝑥 =
−𝐹𝑒𝑞

2. 𝐿. 𝑙
(1 +

𝑒. |𝑐𝑜𝑠𝜃|

𝑎
+

6. 𝑒. |𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝐿
) 

Où Feq est la force équivalente à la somme du poids de la foreuse (en G) et de l’effort du sol (en F). 

Figure 6 : Aperçu des expressions des pressions minimale, 

maximale et moyenne 

Figure 5 : Modèles de répartitions trapézoïdales de pression du 

sol sur les chenilles 
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Toutefois, il est important de nuancer que la pression du sol sur la foreuse ne peut physiquement pas être négative. 

C’est pourquoi, lorsque la pression minimale calculée d’une répartition trapézoïdale devient négative (𝐵 − |
𝐴

2
| 

pour la chenille gauche ou 𝐷 − |
𝐶

2
| pour la droite), l’ordinateur de bord se doit de changer son modèle de 

répartition de pression trapézoïdale pour une répartition triangulaire où la pression minimale est imposée à 0 Pa. 

Dans ces moments-là, l’hypothèse où C = A est rompue pour continuer à respecter le système d’équations issues 

de la statique. On peut alors montrer dans ce cas que la pression maximale s’exprime de la façon suivante :  

𝑝𝑚𝑎𝑥 =
−𝑒. 𝐹𝑒𝑞

𝐿. 𝑙
(

|𝑐𝑜𝑠𝜃|

𝑎
+

6|𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝐿
) 

Après avoir estimé les pressions réparties sur chaque chenille, l’ordinateur de bord renvoie à l’écran la 

visualisation " aplatie " des distributions de pression et sonne l’alarme en cas d’approche de la pression maximale 

autorisée rentrée par l’utilisateur.  

 

I.2.2 - Étude séquentielle 

En résumé, pour évaluer la pression du sol sous la foreuse, l’ordinateur de bord réalise en permanence (les 

variables sont calculées continument), les étapes suivantes présentées sous la forme d’un diagramme d’états. 

• Evaluation de la position de G (centre de gravité de la foreuse), de F (où s’exerce l’effort de forage) et 

mesure de l’effort Fw (effort du câble d’avance). Voir annexe1. 

• Evaluation du pourcentage b% d’atteinte de la posture critique de basculement 

• Evaluation de la pression minimale pmin dans le cas de répartitions trapézoïdales de pression :  

𝑝𝑚𝑖𝑛 =
−𝐹𝑒𝑞

2. 𝐿. 𝑙
(1 −

𝑒|𝑐𝑜𝑠𝜃|

𝑎
−

6𝑒|𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝐿
) 

• Dans le cas d’une pression minimale positive, calcul de la pression maximale pmax :  

𝑝𝑚𝑎𝑥 =
−𝐹𝑒𝑞

2. 𝐿. 𝑙
(1 +

𝑒. |𝑐𝑜𝑠𝜃|

𝑎
+

6. 𝑒. |𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝐿
) 

• Dans le cas d’une pression minimale négative, calcul de la pression maximale pmax :  

𝑝𝑚𝑎𝑥 =
−𝑒. 𝐹𝑒𝑞

𝐿. 𝑙
(

|𝑐𝑜𝑠𝜃|

𝑎
+

6|𝑠𝑖𝑛𝜃|

𝐿
) 

• Comparaison de pmax avec la valeur psol maximale autorisée 

• Dans le cas où la valeur de pmax dépasse la valeur de psol, ou si b% dépasse 90 %, sonnerie de l’alarme et 

blocage des mouvements en cours de la foreuse jusqu’à ce que l’opérateur appuie sur l’arrêt d’urgence 

donnant accès à un mode de dégagement non-détaillé ici. La variable booléenne traduisant l’arrêt 

d’urgence est notée ARU et vaut 1 si l’arrêt est enclenché, 0 sinon. 

• Redémarrage du travail normal de la foreuse et du contrôle de sa stabilité une fois le dégagement terminé et 

l’arrêt d’urgence désenclenché. La variable booléenne de la fin de dégagement est notée FinDeg et vaut 1 

si la demande de fin est enclenchée, 0 sinon.  

 

Q1. À l’aide de la description du fonctionnement séquentiel précédente, compléter les six transitions manquantes 

du diagramme d’états fourni dans le document réponse.  

On propose une chronologie d’événements sur le document réponse : déploiement, orientation puis 

positionnement de la tourelle. L’évolution théorique des pressions estimées par l’ordinateur et du pourcentage 

d’atteinte de la posture critique de basculement qui découle de ces événements est aussi donnée. 

 

Q2. Grâce au diagramme d’états, surligner sur le document réponse l’évolution de pmax retenue par l’ordinateur 

de bord au cours du temps. Indiquer sur le document réponse l’instant où l’alarme se déclenchera sachant 

que ces opérations se déroulent sur du gravier compact (voir tableau 1) et que l’opérateur a réglé psol à la 

limite maximale de ce matériau sans coefficient de sécurité. 
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Partie II - Contrôle de la vitesse de la table de forage 

La qualité d’un forage dépend énormément de la vitesse de rotation de l’outil ainsi que de sa vitesse d’avance. On 

souhaite maîtriser cette dernière par un asservissement en vitesse de la table de forage le long du mât de levage. 

L’objectif sera, dans cette partie, de valider les exigences de performances de l’axe (id. 2.1.1). 

Le schéma-bloc de l’annexe 2 modélise toutes les parties du système à étudier pour obtenir un modèle de 

connaissance de cet asservissement. 

 

II.1 - Sous ensemble " Mécanisme " : étude cinématique de la table de forage  

On s’intéresse ici à la partie " Mécanisme " du schéma-bloc. Pour cela, il est nécessaire d’établir tout d'abord le 

lien entre la vitesse de rotation ωw du treuil d’avance ("crowd winch") et la vitesse V de déplacement de la table de 

forage. Ainsi, on travaillera désormais sur la modélisation proposée figure 7. Le schéma de gauche modélise 

notamment le système complet en trois dimensions. 

Le système est constitué : 

• d’un moteur hydraulique, suivi d’un réducteur à engrenages non représenté mettant en rotation le winch 1. Ce 

dernier est en liaison pivot d’axe (𝐴, 𝑥⃗) avec le châssis 0 (immobile par rapport au sol). Le tambour de ce 

winch permet de tracter un câble qui s’enroule autour de celui-ci. Le rayon d’enroulement, noté R1, est supposé 

constant. La vitesse de rotation du tambour du winch autour de son axe est notée ωw = ω1 = ω1/0 ;  

• de trois poulies 2, 2’ et 2’’ chacune en liaison pivot avec le châssis d’axes respectifs (𝐵, 𝑥⃗), (𝐵′, 𝑥⃗), (𝐵′′, 𝑥⃗). 

Elles ont toutes trois un rayon R2 ;  

• de deux poulies mobiles 3 et 3’ en liaison pivot avec la table de forage 4, d’axes respectifs (𝐶, 𝑦⃗) et 

(𝐶′, 𝑦⃗).Elles sont de même rayon R3 et on note ω3 = ω3/4  leur vitesse de rotation autour de leur axe ; 

• de la table de forage 4, mise en mouvement grâce au câble et par l’intermédiaire des poulies 3 et 3’, qui est en 

liaison glissière de direction 𝑧 avec le châssis 0. On note V la vitesse d’avance de la table de forage telle que 

𝑉(𝐷, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑉𝑧 ; 

• du câble, supposé inextensible, qui est attaché à ses extrémités au châssis au niveau des points O et O’. On 

suppose de plus que le câble s’enroule sans glisser autour de toutes les poulies et du tambour du winch 

d’avance.  

 

Remarque : l’ensemble noté 5 avec le système d’amortisseur sera étudié ultérieurement. 

 

Le schéma de droite de la figure 7 (schéma cinématique dans le plan (𝑥⃗, 𝑧)) représente uniquement la partie du 

système constitué du châssis 0, de la table de forage 4 et des deux poulies 3 et 3’. On introduit deux points mobiles 

I et J, marquant le début et la fin de l’enroulement du câble autour de la poulie 3. Par analogie, on a les points I’ et 

J’ pour la poulie 3’. 

On a alors : 𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶′𝐼′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐽′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑅3𝑥⃗ 

La condition de roulement sans glissement du câble sur la poulie 3 et sur le tambour 1, associée à la composition 

du mouvement au point I, permettent de trouver l’équation suivante :  

𝑉(𝐽, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑧 = (𝑉(𝐽, 4/3)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑉(𝐽, 3/𝑐â𝑏𝑙𝑒)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑉(𝐽, 𝑐â𝑏𝑙𝑒/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝑧 = 𝑉 = −𝑅3𝜔3 + 𝑅1𝜔1 

 

Q3. De la même manière, en utilisant la composition des vitesses au point I et en exprimant une condition de 

roulement sans glissement, montrer que : 𝑉(𝐼, 4/0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 𝑧 = 𝑉 = 𝑅3𝜔3 

 

Q4. Déduire de la question précédente l’expression du rayon équivalent, noté Req, dans le sous-système " 

Mécanisme " du schéma-bloc fourni en annexe 2, en fonction de R1 seulement.  

 

Un réducteur à engrenages de rapport de réduction kr permet d’adapter la vitesse de rotation du moteur 

hydraulique 𝜔𝑚(𝑡), tel que : 𝜔𝑤(𝑡) = 𝑘𝑟 . 𝜔𝑚(𝑡) 
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Figure 7 : Schéma cinématique 3D du système d’entraînement de la table de forage (à gauche) ; vue 2D simplifiée (à droite) 

 

II.2 - Partie " Amortisseur " : étude dynamique de la table de forage 

Afin de modéliser l’asservissement en vitesse de la table de forage, il est possible de prendre en compte que, lors 

de l’étape de forage, un système d’" amortisseurs Kelly " (suspensions) permet d’amortir les chocs et vibrations. 

Chaque suspension est composée d’un ressort de raideur k et d’un amortisseur de coefficient de frottement 

visqueux λ. Il y a n suspensions équiréparties autour de l’axe de la tige Kelly (soient n ressorts et n amortisseurs) 

disposées en parallèle, comme l’indique le schéma de la figure 8. On précise que le guidage entre la table 4 et 

l’ensemble 5 est réalisé par une liaison glissière parfaite, non représentée.  

 

 

Figure 8 : Modélisation de liaison entre la table et la barre Kelly lors du forage 

 

On note z4 la position verticale de la table 4 de masse MT et z5 la position verticale de l’ensemble 5 {barre + outil} 

de masse MK. Elles sont toutes deux établies par rapport à une référence fixe, liée au châssis de la foreuse. 

L’allongement instantané du ressort est noté Δz = z4 – z5. De plus, on note :  

• Δz0 : la valeur de l’allongement du ressort à vide ; 

• Δze : la valeur de l’allongement du ressort à l’équilibre (5 suspendu sans action du sol sur lui).  
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Bilan des actions mécaniques :  

• action de traction du câble sur la table 4, modélisée par une force verticale 2𝐹𝑤  𝑧. Cette force de traction s’écrit 

2Fw, sachant que : 2Fw = 2Fwe + δFw où :  

o Fwe est la force de maintien à l’équilibre de l’ensemble {4+5} (sans autre action supplémentaire),  

o δFw est la variation de cette force autour de la force Fwe de maintien à l’équilibre ;  

• action du sol sur l’ensemble 5, modélisée par une force verticale 𝐹𝑠𝑜𝑙  𝑧 ;  

• action de la pesanteur : l’accélération de la pesanteur sera notée 𝑔⃗ = −𝑔 𝑧 ;  

• action d’un ressort de raideur k sur la table 4 : 𝐹𝑟
⃗⃗⃗⃗ = 𝑘(∆𝑧0 − ∆𝑧) 𝑧 ; 

• action d’un amortisseur sur la table 4 : 𝐹𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ = − (𝑧4̇ − 𝑧5̇) 𝑧 = − (∆𝑧̇) 𝑧 

 

On souhaite simplifier la modélisation en retenant le schéma équivalent de droite sur la figure 8. Dans ce cas, 

l’action de l’ensemble des n ressorts et des n amortisseurs s’exprime par :  

• 𝐹𝑛𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑘𝑇(∆𝑧0 − ∆𝑧) 𝑧 

• 𝐹𝑛𝑎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = − 𝑇 (∆𝑧̇) 𝑧 = − 𝑇  

𝑑∆𝑧

𝑑𝑡
 𝑧 

Toutes les suspensions (ressorts et amortisseurs) ont une masse négligeable devant les autres actions mécaniques 

mises en jeu.  

 

Q5. Exprimer kT et λT en fonction de n, k et de λ  

 

Q6. À l’équilibre, système suspendu, proposer et mettre en œuvre une stratégie de résolution afin d’établir une 

première équation, liant kT, Δze, Δz0, MK et g et une deuxième, liant Fwe, MK, MT et g.  

 

Q7. En fonctionnement, isoler la table 4 et déterminer son équation du mouvement vertical 𝑧4̈(𝑡) en fonction des 

paramètres du problème en utilisant une équation issue du principe fondamental de la dynamique.  

 

Par analogie, l’équation du mouvement vertical de l’ensemble 5 {barre + outil} s’écrit :  

𝑀𝐾𝑧5̈(𝑡) = 𝐹𝑠𝑜𝑙 − 𝑘𝑇(∆𝑧0 − ∆𝑧(𝑡)) +  𝑇 ∆𝑧̇ − 𝑀𝐾 𝑔 

On pose le changement de variables suivant : 𝑧5(𝑡) = 𝑧̂5(𝑡) −
∆𝑧𝑒

2
 et 𝑧4(𝑡) = 𝑧̂4(𝑡) +

∆𝑧𝑒

2
 , permettant de 

s’affranchir des actions de la pesanteur. On rappelle que Δze est constant.  

 

Q8. En utilisant les résultats précédents et le changement de variables précédent, montrer que l’on obtient le 

système d’équations suivant :  

 

𝑀𝑇

𝑑2𝑧̂4(𝑡)

𝑑𝑡2
+  𝑇

𝑑𝑧̂4(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 𝑧̂4(𝑡) =  𝑇

𝑑𝑧̂5(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 𝑧̂5(𝑡) + δ𝐹𝑤 

𝑀𝐾

𝑑2𝑧̂5(𝑡)

𝑑𝑡2
+  𝑇

𝑑𝑧̂5(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 𝑧̂5(𝑡) =  𝑇

𝑑𝑧̂4(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑇 𝑧̂4(𝑡) + 𝐹𝑠𝑜𝑙 

 

Pour une fonction temporelle f (t) ou F(t), on note sa transformée de Laplace F(p) = L[f(t)]. Les conditions initiales 

sont considérées être toutes nulles dans tout le sujet. 

 

Q9. Traduire le système de deux équations différentielles précédent dans le domaine de Laplace, puis en déduire 

les expressions des trois fonctions de transfert H6(p), H7(p) et H8(p) présentes sur l’annexe 2 (zone encadrée 

notée " Amortisseur " en précisant que 𝐿[𝑧4̇(𝑡)] = 𝑉(𝑝))  

 

II.3 - Sous-systèmes Servo-pompe, Circuit hydraulique et Moteur hydraulique 

Ces sous-systèmes sont représentés sur le schéma-bloc de l’annexe 2. 
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Le dispositif de positionnement de la table de forage et de son outil utilisent de l’énergie hydraulique. Les modèles 

de connaissance pour ces systèmes hydrauliques sont donnés ci-dessous : 

• Le dispositif est contrôlé par une électrovanne proportionnelle de gain Ks. Le débit disponible est noté qp, la 

tension délivrée par la partie commande est notée Us et on a :  

qp(t) = KsꞏUs(t) (i) 

• Les équations de mécanique des fluides dans un circuit fermé permettent d’écrire : 
𝑉0

𝐵
 
𝑑∆𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑞𝑝(𝑡) − 𝑞𝑚(𝑡)(ii)  

V0 désigne le volume dans le circuit et B est le coefficient de compressibilité du fluide. Δp désigne une différence 

de pression dans le circuit et qm un débit retour.  

• Les lois de comportement hydromécanique permettent d’introduire le lien entre la vitesse de rotation du moteur 

hydraulique m et le débit qm d’une part et entre le couple moteur et le différentiel de pression p d’autre part. 

On note CY la cylindrée du moteur et on a :  

𝑞𝑚(𝑡) = 𝐶𝑌 𝜔𝑚(𝑡)  (iii)  et   𝐶𝑚(𝑡) = 𝐶𝑌 ∆𝑝(𝑡) (iv) 

• L’équation du mouvement du mécanisme s’écrit : 

𝐽𝑒𝑞  
𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑎𝜔𝑚(𝑡) = 𝐶𝑚(𝑡) − 𝐶𝑟(𝑡)  (v) 

où Jeq est l’inertie équivalente des solides en mouvement ramenée sur l’axe de rotation du moteur, a un coefficient 

de frottement visqueux équivalent et Cr modélisant les couples résistants autres que ceux dus au frottement visqueux. 

 

Q10. Traduire les cinq équations (i), (ii), (iii), (iv) et (v) dans le domaine de Laplace et expliciter les cinq fonctions 

de transfert H1(p), H2(p), H3(p), H4(p) et H5(p) à partir des résultats de la question précédente. 

 
Q11. Préciser le rôle du gain Kihm de la partie " Chaîne d’information " de l’annexe 2 et donner son expression 

en fonction des transmittances figurant dans le schéma-bloc pour que le système soit correctement asservi.  
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ANNEXE 2 - Schéma-bloc : modélisation de l’asservissement 
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Problème N°3 : Roue autonome ezwheel (extrait CCinp MP 2013) 

I.présentation 

I.1. La roue autonome 

Ez-Wheel SAS est une entreprise française de technologie innovante fondée en 2009. Elle propose une gamme de 

roues électriques "clé en main", 100% intégrées. La roue autonome ez-Wheel (prononcer "easy- wheel") propose 

une solution simple pour tracter des équipements de manutention et de transport de charges, des véhicules légers et 

matériels médicaux. L’avantage de la solution ez-Wheel est d’être adaptable à la majorité des produits roulants qui 

existent sur le marché. Les dimensions et l’interface mécanique standardisées permettent une installation simple et 

immédiate. Le stator de la roue ez-Wheel est fixé sur le châssis de l’engin à déplacer et son rotor est assemblé 

directement sur sa roue. 

 

La solution intègre, au sein d’une roue, tous les composants nécessaires à la traction : la motorisation électrique, 

des batteries haute énergie de très longue durée de vie, un contrôleur de puissance assurant un pilotage optimal et 

la gestion de la batterie ainsi qu’une interface de commande sans fil. La transmission de l’énergie est réalisée par 

un variateur (incorporé à la carte de commande), un moteur brushless, puis un réducteur (figure2).  

 

I.2.Mise en situation 

Nous nous proposons, dans ce sujet, d’étudier l’implantation de la roue autonome sur un fauteuil roulant (figure2). 

Pour ce genre d’application, où il est nécessaire de mettre en place deux roues autonomes sur le fauteuil, la 

commande des roues n’est pas aussi simple que pour des applications à une seule roue. En effet, en plus de gérer le 

mouvement d’avance du fauteuil, il faut également gérer ses changements de direction. Les deux ez-Wheel étant 

implantées sur chacune des deux roues arrière, le pilotage des deux roues est lié afin de maîtriser la direction du 

fauteuil.  Chacune des deux roues est alors asservie par l’intermédiaire de capteurs mesurant la vitesse de rotation 

de l’arbre du moteur brushless. 

 

  
 Figure 1 : Principaux éléments d’une roue ez-Wheel 

II. présentation fonctionnelle et technique 

Le tableau 1 ci-dessous est un extrait du cahier des charges dans la phase de vie d’utilisation du produit. Il donne la 

caractérisation des exigences fonctionnelles principales attendues de la roue ez-wheel. 

Figure 2 : Prototype de fauteuil roulant équipé de deux 

ez-Wheel 
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Tableau 1 : extrait du cahier des charges 

III. Etude de l’exigence 3 : « s’adapter au sol » 

Les différentes normes relatives à l’accessibilité des espaces publics aux personnes à mobilité réduite imposent 

certaines réalisations au niveau des accès des bâtiments. Les escaliers, infranchissables pour une personne en fauteuil 

roulant, doivent être remplacés ou complétés par des rampes d’accès. Comme l’indique la figure 3, extraite des 

textes normatifs, ces rampes peuvent avoir une pente maximale de 12% (soit environ 6,8°). 

 

 

 

 

Figure 3 : Illustration des 

normes relatives aux accès 

des bâtiments pour les 

personnes à mobilité 

réduite 

 

Ex1 

Ex2 

Ex3 

Ex4 

Ex5 

Ex6 

Ex7 

Ex8 

Ex9 
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La figure 4, donne les dimensions du fauteuil motorisé et la figure 5, le paramétrage de l’étude en phase de montée 

d’une pente. 

Les hypothèses d’étude de cette partie sont : 

• le référentiel 𝑅0  (𝑂, 𝑥0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑦0⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧0⃗⃗ ⃗⃗  ) , lié au sol, est supposé galiléen ; 

• le fauteuil se déplace en ligne droite dans une phase de montée. Le problème est considéré comme un 

problème plan ; 

• le référentiel 𝑅𝑓  (𝑂𝑓 , 𝑥𝑓⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑧𝑓⃗⃗⃗⃗  ) est lié au fauteuil avec 𝑦0⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗⃗ ; 

• 𝑔⃗ = −𝑔 𝑧0⃗⃗ ⃗⃗   est l’action de la pesanteur avec g = 9,81 mꞏs−2 ; 

• le vecteur position du fauteuil est  𝑂𝑂𝑓
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑥(𝑡) 𝑥𝑓⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅 𝑧𝑓⃗⃗⃗⃗   ; 

• chaque motoréducteur fournit le même couple, noté Cred  (chacun peut fournir 70 Nm  au maximum); 

• on supposera que le problème est équivalent à un seul moteur qui fournit un couple 2 Cred sur une seule 

roue arrière ; 

• l’ensemble S = {fauteuil + roues motorisées + utilisateur} a une masse MS = 150 kg, son centre d’inertie est 

G ; le contact roues arrière/sol modélisé par une liaison ponctuelle se fait avec frottement, on note  f  le 

coefficient de frottement ; 

• le contact roues avant/sol est modélisé par une liaison ponctuelle ;  

• l’inertie des roues et celle du motoréducteur sont négligées ;  

• l’inertie des roues étant faible devant les autres inerties, l’effort tangentiel (suivant 𝑥𝑓⃗⃗ ⃗⃗ ) du sol sur les roues 

avant sera négligé (se démontre par l’application du TMD au centre des roues avant) ; 

• les roues arrière sont en liaison pivot d’axe ( 𝑂𝑓 , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗⃗ ) par rapport au châssis du fauteuil ; 

• les roues avant sont en liaison pivot d’axe (𝐴, 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗⃗ ) par rapport au châssis du fauteuil ; 

• les liaisons autres que les liaisons roue/sol sont considérées comme parfaites. 

 

 

Figure 4 : Dimensions d’un fauteuil équipé de deux roues ez-

Wheel 

 

Les dimensions du fauteuil sont celles d’un fauteuil classique : e = 400 mm  h = 600 mm      H = 1000 mm 

    l = 200 mm  L = 1300 mm  r = 150 mm  R = 400 mm 

Figure 5 : Paramétrage de l’étude en phase de montée 

d’une pente  constante 

 

Attention au paramétrage :  est constant et 

négatif sur la figure 7  
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Le torseur des actions mécaniques transmissibles par le solide i sur le solide j, réduit au point A et exprimé dans le 

repère R, sera noté :  

{𝑇𝑖→𝑗} = {
𝑅(𝑖→𝑗)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑀(𝐴,𝑖→𝑗)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

} = {
𝑋𝐴 𝐿𝐴

𝑌𝐴 𝑀𝐴

𝑍𝐴 𝑁𝐴

}

𝐴,𝑅

 

Q1. Donner les expressions des torseurs des actions mécaniques transmissibles en faisant apparaître les 

composantes nulles et le repère choisi : 

 a) du sol sur le fauteuil au niveau des roues avant {Tsol→roue avant} au point N. Justifier que la composante 

tangentielle de la résultante est nulle.  

 b) du sol sur le fauteuil au niveau des roues arrière {Tsol→roue arrière} au point M, 

 c) du poids sur le fauteuil {Tpoids→fauteuil} au point G. 

 

Q2. Justifier soigneusement que le moment dynamique de l’ensemble S par rapport au référentiel R0 au point 

G noté  𝛿(𝐺, 𝑆/𝑅0) est nul. Vous serez amené à introduire les masses des roues (notées mR et mr pour les 

roues respectivement arrière et avant) ainsi que le centre de gravité du fauteuil avec l’utilisateur sans les 

roues qu’on supposera confondu avec G.  

 

Q3. Ecrire les trois équations scalaires issues du principe fondamental de la dynamique appliqué à 

l’ensemble S en projection dans Rf   au point G. 

 

Pour les questions Q4 à Q7, on suppose que le contact roue arrière/sol se fait à la limite du glissement. 

 

Q4. En déduire l’accélération maximale du fauteuil 𝑥̈(𝑡) pour être à la limite du glissement. Faire 

l’application numérique pour une pente de béton mouillé de 12 % ( f = 0,45 ). 

 

Q5. En appliquant le théorème du moment dynamique à la roue arrière, déterminer l’expression du couple 

moteur Cred en fonction de l’accélération  𝑥̈(𝑡). Faire l’application numérique dans les conditions de 

limite de glissement. 
 

Q6. Comparer avec la valeur du couple motoréducteur du constructeur et justifier ce choix. Déterminer 

l’expression littérale puis la valeur numérique de l’action mécanique du sol sur la roue avant. Conclure. 

 

On suppose, pour la question suivante, que le contact entre les roues arrière et le sol se fait toujours avec 

frottement mais qu’il n’est plus à la limite de glissement. On suppose, de plus, que le couple motoréducteur est de 

70Nm sur chacune des roues.  

 

Q7. Calculer l’accélération du fauteuil. Les motoréducteurs, mis en place sur le fauteuil, permettent –ils de 

respecter les normes d’accès au bâtiment ? Le fauteuil risque-t-il de basculer ? Conclure sur l’étude 

menée. 

 

 


