Chapitre 2 — Compléments d’algébres linéaires

Cadre : K désigne un sous-corps de C (le plus souvent R ou C).

Sans autre précision, F/, F' et G désignent des K—espaces vectoriels et n, p et ¢ désignent des entiers
non nuls.

On ne revient pas dans ce chapitre sur les notions suivantes qui doivent étre connues : espace vecto-
riel, sous-espace vectoriel, application linéaire (dont endomorphisme/isomorphisme/automorphisme),
famille libre/liée/génératrice, base, dimension finie, théoréme du rang et conséquences.

1 Somme de sous-espaces vectoriels

1.1 Définition

Définition 1. Somme d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels
Soit p € N* et soient Ey, Fy, ..., E, des sous-espace vectoriels de E.

P
On appelle somme de Fy, Es, ..., E, et on note Fy + Ey +--- + E, ou ZEk’ la partie de E définie

k=1
par :
P P
ZEk = {Zﬂjk ‘ Vk € [[1,p]],ack S Ek} .
k=1 k=1
Proposition 1.
Soit p € N* et soient E1, Fy, ..., E, des sous-espace vectoriels de E.

/4

ZE’“ est le plus petit sous-espace vectoriel qui contienne tous les sous-espaces vectoriels
k=1
E\, Es, ..., E,.

1.2 Somme directe

Définition 2. sous-espaces vectoriels en somme directe

Soit p € N* et soient 1, Fy, ..., E, des sous-espace vectoriels de E.
P
On dit que Fq, Fy, ..., E, sont en somme directe si, pour tout x € Z E, il existe un unique p—uplet
k=1

P
(x1,...,2p) € By x---prtelque:U:Zwk.
k=1

P
Dans un tel cas, la somme de F1, Ey, ..., E, peut étre notée £y @ Fo @ --- @ E, ou @ E.
k=1




Proposition 2. Caractérisation
Soit p € N* et soient 'y, E», ..., E, des sous-espace vectoriels de F, il y a équivalence entre les trois
propriétés suivantes :

i. Fy,Es,...,E, sont en somme directe.
P
ii. Pour tout i € [1,p], E; N ZEk = {0}.

k=1
ki

p
iii. Il existe un unique p-uplet (z1,...,2p) € By X --- x E, tel que Zxk =0.
k=1

Proposition 3. Projecteurs associés & une décomposition en somme directe
p

Soient Fi, Fa, ..., I, des sous-espace vectoriels de E tels que F = @ Ey.
k=1

p
Pour tout i € [[1, p], soit m; le projecteur sur E; parallélement a @Ek

k=1
ki
P
La famille 71, ..., m, est appelée famille des projecteurs associés a la décomposition £ = @ L.
k=1
Elle vérizliie les relations suivantes :
— Zm = Id;
i=1
— VY(i,5) € [1,p]? tel que i # j, m;om; = 0.
1.3 Définition d’une application linéaire
Proposition 4.
P
Soient Fi, Ea, ..., E, des sous-espace vectoriels de I tels que F = @ Ey.
k=1

On définit sur L(E, F) Papplication ® par @ : u = (g, ..., U g,)-
Cette application ® est alors un isomorphisme de £(E, F') dans L(Eq, F) x --- x L(Ep, F)

1.4 Cas de la dimension finie

Lemme 1.

Soient Fi,..., E, des sous-espace vectoriels de F de dimensions finies.

Soient F1 = (e1,1,...,€1,q1),-+»Fp = (€p1,-.-,€pq,) des familles génératrices de Ly, ..., .

La famille 7 = (e1,1,...,€1,4;,€21,--+,€2,g55---5€p1,---,€pgq,) €St alors une famille génératrice de
P

Z E}, (on dit que F est obtenue par recollement, ou concaténation, de Fi,...,Fp).
k=1

Lemme 2.

Soient Fi,...,E, des sous-espace vectoriels de I en somme directe.

Soient F1 = (e1,1,..-,€1,q1),-++»Fp = (€p1,--.,€pq,) des familles libres de Ey,..., Ep.
La famille F = (e1,1,...,€1,4;,€21,--+,€2,55---5€p1,-.-,Epg,) est alors libre.




Proposition 5.
Soient Fji,..., E, des sous-espace vectoriels de I de dimensions finies.

p p
i. dim (Z Ek> < Zdim(Ek);
k=1 k=1

P p
ii. dim (Z Ek> = Z dim(Ey) < Ei, ..., Ey, sont en somme directe.
k=1 k=1

Proposition 6. Recollement des bases

P
Soit E de dimension finie et soient Eq,..., E, des sous-espace vectoriels de E tels que F = @ Ey.

k=1
Soient By = (e1,1,---,€1,4,)s---,B8p = (€p1,-..,€pq,) des bases de Ey, ..., E,.

La famille B = (e1,1,...,€1,4,,€2,1,---,€2g5,---,€p1,--.,€pgq,) €st alors une base de L.

Proposition 7. Scission d’une base
Soit E de dimension finie et soit B = (eq,...,e,) une base de E.
Si on scinde la base B en p sous-familles B; ..., B, alors, en posant pour tout k € [1,p] Ej = Vect(By),

p
onaF = @Ek
k=1

2 Matrices par blocs

2.1 Principe et régles de calcul

On considére A € M, ,(K) et des entiers r et s tels que 1 <r <netl1<s<t
Connaitre A revient alors & connaitre les blocs P € M, 4(K),Q € M, ,_s(K),R € M, _, s(K) et
P .

S e My p—s(K) tels que A = (R g) (écriture de A par blocs).

L’intérét de cette écriture consiste notamment dans I’application des régles de calcul usuelles, sous
réserve de compatibilité des tailles des blocs.

— Combinaison linéaire

Soient A et p dans K et soient A et B dans M, ,(K) se décomposant avec des blocs de

. : . (P Q (U V
tailles identiques : A = (R S) et B = (W X)'

(AP H+pU AQ + pV
On a alors N\A 4+ uB = </\R+uW AS + uX
— Produit
Soient A € M,, , et B € M, 4, le produit AB est donc défini (il est dans M,, 4).
. I (P Q (U V
On considére des écritures par blocs de Aet B : A = <R S> et B = (W X>'
Si les tailles de ces blocs sont compatibles (nombre de colonnes de P égal au nombre de

_ _(PU+QW PV +QX
hgnesdeU)onaAB—<RU+5’W RV—i—SX)'



2.2 Interprétation géométrique

Soit A € M, ,(K) s’écrivant par blocs A = <I[/I]/ ‘2) avec U € M, 4(K),V € M, ,_(K), W €
My s(K) et X € My, p—s(K).
Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de base B = (e1,...,€p) et

Br = (f1,---, fn)-
Soit a € L(E, F) tel que mat (a) = A.
Bg,Br
Soient Ej = Vect(eq,...,es) et By = Vect(esq1,...,€p).
Soient Fy = Vect(fi,..., fr) et Ey = Vect(friy1,..., fn)-
On pose alors :

— u € L(E1, Fy) tel que mat (u) =U;
(61,...,65),(f1,..,,f7‘)
— v € L(FEs, F1) tel que mat v)=V;
( ) 4 (65-0-17"'76P)7(f17---7fr)( )
— w € L(E1, F) tel que mat (w) =W,
(61»"'765)7(f7‘+17~~~7fn)
— 2z € L(Ey, F) tel que mat (2) =Z.

(63+17"'76P)7(f7‘+17'--7fn)

On a:Vx € Ey, a(z) = u(x) + w(x) ; de méme Vo € Fs, a(x) = v(x) + z(x) .
De plus, en notant p € L(F’) le projecteur sur Fj parallélement & Fy et ¢ le projecteur associé (i.e.

sur Fy parallelement & F), on a alors :
F F F F,
u=(poa)y ;v=(poa)p;w=(goa)y;z=(goa).

2.3 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Proposition 8. Cas élémentaire
Soit A € M,, (K) admettant une écriture par blocs de la forme A = (J(j g) ou P € M, (K).
Alors det(A) = det(P) det(.S).

Proposition 9. Généralisation
Soit A € M,, (K) admettant une écriture par blocs de la forme suivante :

Arg A - Ay Ay
0 Aas . .
A=1 0 0o . E : ot tous les blocs diagonaux sont carrés.
Ar1p—1 A1y
0 .. - 0 A,

Alors det(A) = H det(A;;).
i=1




3 Matrices semblables (spécifique aux matrices carrées)

Définition 3. Matrices semblables
— Deux matrices A et B de M, (K) sont dites semblables s'il existe une matrice P dans GL,, (K)
telle que B = P~LAP.
— Si A et B sont semblables on note A ~ B, la relation ~ est alors une relation d’équivalence sur

M, (K).

Proposition 10. — Lien aux endomorphismes
Deux matrices A et B de M,, (K) sont semblables si, et seulement si, elles représentent un méme
endomorphisme (chacune relativement a une base donnée) d’un K-espace vectoriel de dimension n.

4 Sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme

4.1 Définition et endomorphisme induit

Définition 4. Sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme
Soit u € L (E) et soit F un sous-espace vectoriel de E, F est dit stable par u si u(F) C F .

Définition 5. Endomorphisme induit

Soit u € L (E) et soit F un sous espace vectoriel de E stable par u.

On appelle endomorphisme de F' induit par u et on note (parfois) @p 'endomorphisme de F' défini
par : Vx € F,up(x) = u(x) .

Proposition 11. Endomorphismes commutant
Soient u et v dans L (F) tels que uw o v = v o u, les sous-espaces vectoriels ker(u) et Im(u) sont alors
stables par v.

4.2 Caractérisation matricielle en dimension finie

Proposition 12. Caractérisation matricielle de la stabilité

Soit F de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p non nulle.

Soit B = {ei1,...,en} une base de E telle que {e1,...,e,} soit une base de F.

Soit u € L (E) et soit A = mBat (u).

L’espace F' est alors stable par u si, et seulement si, A est triangulaire supérieure par blocs de la forme
P

A:<Og>mPeMﬂ&mSeMWﬂw.

De plus, si F' est stable par u, dans ’écriture matricielle précédente on a P = . mat , (ir)
€1,,Ep

Corollaire 1. Généralisation & p sous-espaces vectoriels en somme directe

Soient E1,...,E, des sous-espaces vectoriels de E' en somme directe et soit une base B de E adaptée
ala somme E1 & --- @& E, ® G (ou G est un supplémentaire de By & - -- @ E, dans E).
Les sous-espaces vectoriels E1, ..., I, sont alors stables par u si, et seulement si, la matrice de u dans

A 0 -+ 0 B

0 A : i
B est de la forme : mBat (uy=10 0 . 0

: A, B,
0 0 By




