Chapitre 7 — Continuité des fonctions vectorielles et compacité

Cadre : K désigne indifféremment le corps R ou le corps C.

1 Fonctions entre espaces vectoriels normés

Dans toute cette section 1, E, F' et G désignent des K-espaces vectoriels normés sur lesquels les

normes sont notées || ||z, || |z et || [l -

Limite et continuité ponctuelle

1.1.1 Définition générale

Définition 1. Limite en un point adhérent & I’ensemble de définition d’une fonction
Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F', soit a un point adhérent & A et soit L € F' .
On dit que f admet pour limite L en a (pour || ||5 et || ||z) et on note lim (f(z)) = L si :

Tr—a

Ve >0,3a >0tel que Vo € A, ||z —al|lp <a=||f(z) — L||p <e.

Pour qualifier le comportement de f en a, il convient de distinguer deux cas.
— Premier cas : si a € A, le fait que lim (f(z)) = L impose L = f(a) i.e : f(x) tend vers f(a)
T—a

quand z tend vers a, on dit alors que ’f est continue en a ‘

— Second cas : si a € A\ A, le fait que lim (f(z)) = L assure que 1'on peut prolonger f par
Tr—a

continuité en a en posant f(a) = L.

1.1.2 Limite quand |z| — +oo

Définition 2. Limite quand ||z|| 5 — +oo

Soit f une fonction définie d’une partie A non bornée de FE dans F et soit L € F' .

On dit que f admet pour limite L quand |z|| 5 — +oo et on note lim (f(z)) = L si:
+

[[]|—+o00
Ve >0,dM >0 tel que Vo € A, ||z|z > M = ||f(z) — L||p <e.

1.1.3 Cas particulier des réels : extension a +00 et —o0

Définition 3. Limite en 400 ou —oco
Soit f une fonction définie d’une partie A de R dans F' et soit L € F.
e Si A n’est pas majoré, on dit que f admet pour limite L en +oo et on note lim (f(z)) =L si:

e Si A n’est pas minoré, on dit que f admet pour limite L en —oco et on note lim (f(x)) = L si:

T—+400

Ve >0,IM >0tel queVe € A, 2 > M = || f(z) — L||p < e.

T—r—00

Ve >0,IM <O0tel queVe € A, 2 <M = ||f(z) — L||p < e.




Définition 4. Limite valant 400 ou —oo

Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans R et soit a € A.

e On dit que f tend vers +00 en a et on note lim (f(z)) = +o0 si :
r—a

VM >0,3a >0tel que Vx € A, ||z —alp <a= f(z) > M.

e On dit que f tend vers —oo en a et on note lim (f(z)) = +oo si :
r—a

VM < 0,3a >0tel queVx € A, ||z —alp <a= f(z) < M.

1.1.4 Caractérisation séquentielle de la limite

Proposition 1.
Soit f une fonction définie d’une partie A de E dans F', soit a € A et soit L € F', il y a alors équivalence
entre les deux propriétés suivantes :

i. la fonction f admet pour limite L en a;

ii. pour toute suite (uy)neny € AN qui converge vers a, la suite (f(uy,))nen converge vers L.

1.1.5 Opérations algébriques sur les limites

Proposition 2. Linéarité du passage a la limite
Soient f et g deux fonctions définies d’une partie A de E dans F et soit a € A .
Si liin (f(z)) =L et li_r>n (g(x)) = L' (ot (L, L") € F?) alors :

r—a r—a

¥(A, 1) € K2, lim ((Af + pg)(x)) = AL + L.

Proposition 3. Produit par un scalaire et inverse d’une fonction scalaire
Soit ¢ une fonction définie d’une partie A de E dans K et soit a € A .
Oun suppose que lim (¢(z)) = A € K| alors :

T—a

v—a \ p(z)
ii. pour f € F(A,F) telle que ii (f(x))=L € F,on a lim (p(x)f(x)) = AL.

— T—ra

1 1
i. Si A#0, on a lim <>:)\;
m

1.1.6 Composition de limites

Proposition 4. Composition de limites
Soit f une fonction définie d'une partie A de E dans F et soit a € A .
Soit g une fonction définie d'une partie B de F dans G telle que f(A) C B.

Si lim (f(@) = b et lim ((»)) = L alors lim (g f(x)) = L




1.1.7 Fonction & valeurs dans un espace produit

Proposition 5. Limite d'une fonction & valeurs dans un espace produit

Soient (£, [l1),-- -, (Fp, || [I,) des K—espaces vectoriels normés et soit || || la norme sur

F = F x -+ x F), produit des normes | [[;,....| [, -

Soit f une fonction définie d'une partie A de E dans F, on note : Vo € A, f(z) = (fi(x),..., fp(x)).
Soit @ € A et soit L = (Lq,...,L,) € F, la fonction f tend vers L en a (pour || ||z et || ||z) si, et
seulement si, pour tout k € [1, p], la fonction fi tend vers Ly en a (pour || |5 et || [|).

1.2 Continuité sur une partie

1.2.1 Définition et propriétés générales

Définition 5. Fonction continue sur une partie

e Soit f une fonction définie d’'une partie A de E dans F, on dit que f est continue sur A si elle
continue en chaque point de A.

e L’ensemble des fonctions de A dans F' continues sur A est un sous-espace vectoriel de F(A, F') noté
C(A,F).

Proposition 6. Continuité d’une fonction produit ou inverse d’une fonction scalaire
Soit ¢ une fonction définie et continue d’une partie A de E dans K, alors :

. ) .1 .
i. si ¢ ne ’annule pas sur A, la fonction — est continue sur A

ii. pour f € C(A, F), la fonction ¢ f est continue sur A.

Proposition 7. Composition de fonctions continues

Soit f une fonction définie d’une partie A de E dans F.

Soit g une fonction définie d'une partie B de F' dans G telle que f(A) C B.

Si f est continue sur A et si g est continue sur B alors g o f est continue sur A.

Proposition 8. Caractérisation d’une fonction continue par sa restriction a une partie dense
Soient f et g deux fonctions définies d’une partie A de E dans F.
Si f et g sont continues sur A et coincident sur une partie dense de A elles sont alors égales.

1.2.2 Image réciproque d’un fermé ou d’un ouvert

Proposition 9. Image réciproque d’un fermé ou d’un ouvert par une fonction continue
Soit f une fonction définie d’une partie A de F dans F’ telle que f soit continue sur A, alors :

i. soit B un fermé de F, f~(B) est un fermé relatif de A;

ii. soit B un ouvert de F, f~1(B) est un ouvert relatif de A.

1.2.3 Applications lipschitziennes et continuité uniforme

Définition 6. Application lipschitzienne
Soit f une application définie d'une partie A de E dans F et soit k € R} .
La fonction f est dite k-lipschitzienne si : V(z,y) € A% || f(z) — fF()|| < k|lz -y

Proposition 10. Caractére lipschitzien de la distance a une partie
Soit A une partie non vide F, 'application f : x — d(z, A) est 1-lipschitzienne.




Définition 7. Application uniformément continue
Une application f définie d’une partie A de E dans F' est dite uniformément continue si :

Ve > 0,30 > 0 tel que V(z,y) € A% |lz —yl| S a = | f(2) - fy)ll <e.

Proposition 11. Comparaison des « niveaux » de continuité
Soit f une application définie d’une partie A de F dans F.

i. Si f est lipschitzienne sur A alors elle est uniformément continue sur A.

ii. Si f est uniformément continue sur A alors elle est continue sur A.

1.2.4 Continuité des applications linéaires et norme subordonnée

Proposition 12. Caractérisation de la continuité d’une application linéaire
Soit f € L(E,F), il y a alors équivalence entre les quatre propriétés suivantes :

i. f est continue en 0;

ii. f est continue sur F';

iii. f est lipschitzienne sur E';

iv. il existe k € Ry tel que Vo € E, ||f(2)]] < k||| ;

Définition 8.
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' continues sur F forme un sous-espace vectoriel de
L(E,F) noté Lo(E,F) .

Définition 9. Norme sur Lo (E, F') subordonnée aux normes sur E et F.
On note |||| et |||z les normes considérées sur E et F.
Soit u € Lo(E, F), on définit la norme de u subordonnée aux normes ||||; et |||z que 'on note |||ul||

par :
[Ju(z)]|
llulll = sup (F .
sern(o} \ 1Zllg
Proposition 13.

Avec les notations de la définition précédente, ||| ||| est une norme sur Lo(E, F).
De plus on a :

i. pour tout u € Lo(E, F), [|[ulll= sup  ([[u(z)|f);
2€E, |z p=1

ii. pour tout u € Lo(E, F) et pour tout z € E, |Ju(z)||z < |||u]]| |z] z-




Proposition 14. Cas des endomorphismes
Soit un espace vectoriel normé (E, || ||), on considére L&(E) Uensemble des applications linéaires conti-

nues de E dans F (avec la méme norme || || au départ et a I'arrivée).
Pour tout Lo(FE) on pose |||ul|| = sup (Hu(m)H) .
z€E\{0} [E4]
Alors :
i. Lo(F) est une sous-algebre de L(E) sur laquelle ||| ||| est une norme;
ii. pour tout u € Lo(E), |[|u]l]=sup  (|lu(z)])
2€E, ||z]|=1

iii. pour tout u € Lo(E) et pour tout x € E, [|u(x)| < |||lull| ||z ;

iv. pour tout (u,v) € Lo(E)?, [||uov||| < |||ull] ||[|[v]|| (on dit que ||| ||| est sous-multiplicative ou
encore que c’est une norme d’algébre).

1.2.5 Continuité des applications multilinéaires

Proposition 15. Caractérisation de la continuité d’une application multilinéaire

Soient (Ex, || ||l;), -, (Ep, [l [|,) des espaces vectoriels normés et soit || || la norme sur Ey x -+ X Ej,
produit des normes || ||, || [|,.

Soit f une application p-linéaire de Ey x --- x E, dans un espace vectoriel F' normé par || || 5.

Il y a équivalence entre les trois propriétés suivantes :

i. f est continue sur Ey x --- x E, pour les normes ||| et || ||z
ii. f est continue en (0,...,0) pour les normes ||| et || || z;

iii. il existe k € Ry tel que : V(z1,...,2p) € By X -+ X Ep, [|[f(21,...,2p)[[p < K@y - [lpll-

2 Compacité

2.1 Définition et propriétés topologiques

Définition 10. Partie compacte de E
Une partie A de E est dite compacte (pour || || ;) si toute suite d’éléments de A admet (au moins) une
valeur d’adhérence dans A (pour | || 5)-

Proposition 16.
Toute partie compacte de (E, || ||z) est un fermé borné de (E, || ||5).

Proposition 17. Partie fermée d’un compact
Toute partie fermée d'un compact de (E, || ||5) est un compact de (E, || || z)-

2.2 Suite a valeurs dans un compact

Théoréme 1.
Soit A un compact de (E, || ||z) et soit (un)nen € AN.
Cette suite (u,)nen est convergente si, et seulement si, elle admet une unique valeur d’adhérence.




2.3 Applications continues sur un compact

2.3.1 Image d’un compact par une application continue

Théoréme 2.
L’image d’un compact par une application continue est un compact.

Corollaire 1. Théoréme des bornes atteintes

Soit f une application définie et continue sur un compact A de (E, || ||5) et a valeurs dans R.

Cette fonction f est alors bornée sur A et de plus elle atteint ses bornes (i.e. f admet un minimum et
un maximum sur A).

2.3.2 Théoréme de Heine

Théoréme 3. Théoréme de Heine
Toute application continue sur un compact est uniformément continue sur ce compact.

2.4 Produit de compacts

Proposition 18. Produit de compacts

Soient (E1, | [[1), -, (Ep, | ||,) des K—espaces vectoriels normes et soit || || la norme sur

E = Ey x -+ x Ej, produit des normes || [|,.... | ||, -

Soient Ai,..., A, des compacts de (En, || [|1),..., (Ep, || [|,) , alors Ay x -+ x Ap est un compact de
(B 1)-

3 Espaces vectoriels normés de dimension finie

3.1 Equivalence des normes

Lemme 1. Compacts de K" pour la norme || ||
Dans K" muni de la norme || ||, les parties compactes sont exactement les parties a la fois fermées et
bornées.

Lemme 2.
Toute norme N sur K? (ot p € N*) est équivalente a || || .

Théoréme 4. Equivalence des normes en dimension finie
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

3.2 Suites coordonnées et fonctions coordonnées relativement a une base

Dans ce 3.2, on suppose que E est de dimension finie et est muni d’une base B = (eq,...,ep).

Proposition 19.
P

Soit une suite (uy)neny € EN et soit L = Z Liey.
k=1
P
Pour tout n € N | u,, se décompose dans B comme wu,, = Z Uy k€K, et on a alors :
k=1

la suite (un)nen converge vers L si, et seulement si, Vk € [1,p], la suite (uy, ;)nen converge vers Ly, .




Proposition 20.
Soit f une fonction définie d’une partie A de F' dans F.

Pour tout «x € A , f(x) se décompose dans B comme f(x) = fr(z)ex, et avec ces notations :

M@

k=1

P
ipouracAet L= ZLkek, ona: lim (f(z)) =L < Vk € [1,p], h_r)n (fx(x)) = Lg;

T—a
k=1

ii. f est continue sur A si, et seulement si, pour tout k € [1,p], fi est continue sur A.

3.3 Compacts

Théoréme 5. Théoréme de Bolzano-Weirstrass
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

Corollaire 2.
Les parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie sont exactement les parties & la fois
fermées et bornées.

3.4 Continuité des applications linéaires, polynomiales et multilinéaires

Proposition 21. Continuité des applications linéaires
Si E est de dimension finie alors toute application linéaire de E¥ dans F' est continue.

Corollaire 3.
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E est un fermé de E.

Définition 11. Application polynomiale

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d’'une base B = (e, ..., ep).
Une application f de E dans K est dite polynomiale g’il existe une famille presque nulle
P
k k
(Akl,.,.,kp)(kh.”’kp)eNp telle que, pour tout z = Zwkek eEFE, f(x)= Z Ak ky Ty T
k=1 (k1 yeeskp) ENP

Proposition 22. — Continuité d’une application polynomiale
Toute application polynomiale sur un espace vectoriel de dimension finie est continue.

Proposition 23. Continuité d’une application multilinéaire
Soient Fq x --- x E, des espaces vectoriels de dimension finie.
Toute application p-linéaire de Eq x --- X I, dans un espace vectoriel normé F' est continue.

Corollaire 4.

Soient Fy x --- x Ej, des espaces vectoriels de dimension finie et soit f une application p-linéaire de
Eq1 x --- x E, dans un espace vectoriel normé F' .
Il existe alors k € Ry tel que, pour tout (z1,...,2p) € By x--- X Ep, || f(z1,...,2p)|| < kx| - [|zp]]-

3.5 Retour sur la norme subordonnée et extension aux matrices

Soit E de dimension finie muni d’une norme || ||, on pet définir sur £(E) en entier la norme ||| |||
subordonnée a || || ainsi qu’'on I’a vu plus haut, on peut de plus remarquer que 'on a, pour tout
u e L(E), [|[ulll =  max ([lu(z)]).

z€E, ||z||=1



On peut définir de la méme fagon une norme d’algebre sur M, (K) :

Définition 12. Norme subordonnée sur M,, (K)
Soit n € N* et soit || || une norme sur M, 1(K).
On définit alors sur M,, (K) la norme subordonnée a || || par :

AX
VA € My (K),|||All| = “)

XeM,, 1(K)\{0} ( | X]|

Proposition 24.
Avec les notations de la définition précédente :

i. ||| ||| est une norme sur M,, (K);

ii. pour tout A € M,, (K), |||A]|| = em {I(lﬂ%)x X[t (I1AX])

iii. pour tout A € M,, (K) et pour tout X € M,, 1(K), ||AX|| < [||A||| | X];
iv. pour tout (4, B) € M, (K)?, |[|ABJ|| < |[|A]|| [IIBI|| ( ||| ||| est sous-multiplicative).

3.6 Séries d’éléments d’un espace vectoriel normé de dimension finie

Dans tout ce 3.6, (E, || ||) est un espace vectoriel normé de dimension finie.

3.6.1 Définitions et propriétés générales

A partir d’une suite & valeurs dans F on peut définir une série a valeurs dans E tout comme on
définit une série numérique a partir d’une suite numérique.

Soit ainsi une suite (u,)ney € EN.
n

— On définit, pour tout n € N, S, = Zuk la somme des n + 1 premiers termes de (u,)nen, la
k=0
suite (Sy)nen est alors appelée série de terme général u, et est notée Z Up,.

n
— Pour tout n € N | le terme 5, = Z uy est appelé somme partielle d’ordre n de la série Z Uy .

k=0
— Si la série Zun converge alors sa limite est appelée sa somme totale (ou sa somme) et est
+oo
notée Zuk .
k=0

— Si la série E Uy, converge son terme général tend nécessairement vers 0.
— La nature d’une série ne change pas si on modifie un nombre fini de ses termes généraux,

notamment si on la fait débuter & un rang différent.
+o0

— Si la série Zun converge, on peut définir, pour tout n € N | le terme R,, = Z uy appelé
k=n+1
reste d’ordre n de la série Z Uy, , on a nécessairement lim (R,) =0 .
n—+oo

— Par phénoméne de « télescopage », la nature de la suite (uy,)nen est toujours la méme que celle
de la série Z (Un+1 — Up)-



3.6.2 Absolue convergence

Définition 13. Absolue convergence
Soit (tn)nen € EN, la série Z uy, est dite absolument convergente si la série Z ||un|| converge.

Proposition 25. Lien entre absolue convergence et convergence

Soit (un)neny € EYN (o E est de dimension finie), si la série Zun est absolument convergente alors
elle est convergente.

3.6.3 Exponentielle de matrices ou d’endomorphismes

Définition 14. Exponentielle d’endomorphisme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u € £ (E).
On appelle exponentielle de u et on note exp(u) 'endomorphisme de E défini par :

+oo n

exp(u) = Z o
n=0

Définition 15. Exponentielle de matrice
Soit A € M,(K) (ou n € N*), on appelle exponentielle de A et on note exp(A) la matrice de M,, (K)
définie par :
+oo An
exp(4) =

WIS
n.
n=0

4 Connexité par arcs

Dans toute cette section, (E, || ||) est un espace vectoriel normé.

4.1 Chemins continus et composantes connexes par arcs

Définition 16. Chemin continu
Soit A une partie de F et soient x et y deux éléments de A, on appelle chemin continu de x & y dans A
toute application continue ¢ définie d’'un segment [a,b] de R dans A et telle que p(a) = x et ¢(b) = y.

Définition 17. Composantes connexes par arcs
Soit A une partie de E, on définit la relation binaire R par :

Y(x,y) € A%, on a 2Ry s'il existe un chemin continu de x & y dans A.

La relation R est alors une relation d’équivalence sur A dont les classes d’équivalences sont appelées
composantes connexes par arcs de A.

4.2 Partie connexe par arcs

Définition 18. Partie connexe par arcs
Une partie A de E est dite connexe par arcs si elle admet une unique composante connexe par arcs
(i.e si tous points x et y de A sont reliés par un chemin continu dans A).




Définition 19. Partie étoilée
Une partie A de E est dite étoilée s’il existe un élément a de A tel que, pour tout = € A | le segment
[a, z] soit inclus dans A.

Proposition 26. Cas de R
Les parties connexes par arcs de R sont exactement les intervalles de R.

4.3 Fonction continue sur un connexe par arcs

Proposition 27.
L’image d’une partie connexe par arcs par une fonction continue est connexe par arcs.

Corollaire 5. Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé
Soit f une fonction définie et continue de A dans R ot A est une partie connexe par arcs de E.
L’ensemble f(A) est alors un intervalle de R (i.e si f prend les valeurs x et y sur A alors toutes les
valeurs comprises entre x et y sont également atteintes par f).
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