Chapitre 13 — Séries entiéres

1 Reégle de d’Alembert pour une série & termes réels strictement po-
sitifs

Proposition 1. Régle de d’Alembert compléte
Soit une suite (un),cy € (Ri)N, on a les régles suivantes :
Un+1

i. ¢'il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, > 1 alors la série > u,, diverge;
n

Un+1

ii. 'l existe ng € N et a € |0, 1] tel que, pour tout n > ny, < « alors la série Y u, converge.

n

Corollaire 1. Régle de d’Alembert usuelle

Un+1

Soit une suite (un)nEN € (}Rj)N telle que limg, 1o =L,ou L € R, on a les régles suivantes :

n

i. si L > 1 alors la série Y u, diverge;

ii. si L <1 alors la série Y u,, converge.

2 Série entiére de la variable complexe

2.1 Définition

Définition 1. Série entiére
— On appelle série entiére (complexe) toute série de fonctions Y wu, définies sur C o, pour tout
n € N, la fonction u,, est de la forme u, : z — a,2" avec a,, € C;
— une telle série entiére est usuellement et abusivement notée »_ a,z" ;
— la suite (an)nen est appelée suite des coefficients de la série entiére > a,z".

2.2 Produit de Cauchy

Proposition 2. Produit de Cauchy de deux séries entiéres
Soient deux séries entiéres Y a,z™ et Y b,z" alors le produit de Cauchy de ces séries entiéres est la
n

série entiére Y ¢, 2™ ou, pour tout n € N, ¢, = Z apbn_r .
k=0

2.3 Rayon de convergence

2.3.1 Deéfinition

Proposition 3. Lemme d’Abel

Soit une série entiére »_ a,2" et soit zg € C*.

Si la suite (an 2§ )nen est bornée alors, pour tout z € C tel que |z| < |zo|, la série ) a, 2" est absolument
convergente.

Définition 2. Rayon de convergence
On appelle rayon de convergence de la série entiére ) a,2™ 'élément R de R défini par

R =sup{r € Ry | (anr")nen est bornée} .




Proposition 4.

Soit une série entiére > a,2" de rayon de convergence R et soit z € C, alors :
— si |z| < R, la série > a,z" converge absolument ;
— si |z| > R, la série ) a,z" diverge grossiérement.

Corollaire 2.

Une série entiére Y a,2" de rayon de convergence R converge normalement sur tout disque fermé de
centre 0 et de rayon r < R.

La somme de cette série entiére est donc définie et continue sur son disque ouvert de convergence.

2.3.2 Détermination pratique du rayon de convergence

Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiére Y a,,2", il faut déterminer la valeur «
frontiere » R telle que si |z| < R alors Y a,z" converge et si |z| > R alors Y a, 2" diverge.
On peut notamment pour cela :

1. utiliser la regle de d’Alembert ;

2. utiliser des valeurs remarquables de z :
— si pour un z donneé Y a,z" converge ou (a,z")nen est bornée alors R > |z|;
— si pour un z donné Y a,z" diverge alors R < |z|;
— si pour un z donneé Y a,z™ converge et ne converge pas absolument alors R = |z|;
— si pour un z donné Y a,z" diverge non grossiérement alors R = |z|;

On a plus spécifiquement un cas classique d’utilisation de la régle de d’Alembert qui n’est valide
Anp+1

que si admet une limite quand n tend vers +o0.

Gnp

Proposition 5. Régle de d’Alembert spécifique

. . . . a
Soit une série entiére Y a,z" telle que lim ( ntl > =L e RU{+o0}.
n—-+oo an,
Le rayon de convergence de cette série entiére est — (avec 0= +o0 et T T 0).
00

2.3.3 Opérations algébriques

Proposition 6. Produit par un scalaire non nul
Soit une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R et soit A € C*, le rayon de convergence de
> Aayz™ est alors égal & R.

Proposition 7. Somme
Soient deux séries entiéres » | a,z" et Y b,z" de rayons de convergence R, et Ry, alors :
— si R, # Ry le rayon de convergence de Y (ap + b,)2" est égal & min(Rq, Rp) ;
— si R, = Ry le rayon de convergence de ) (ay + by,)z" est supérieur ou égal a cette valeur
commune.

Proposition 8. Produit de Cauchy

Soient deux séries entiéres »  a,z" et > b,z" de rayons de convergence R, et Ry et soit Y ¢, 2™ leur
produit de Cauchy.

Le rayon de convergence de > ¢, 2" est alors supérieur ou égal a min(R,, Rp).




Corollaire 3.
Soit A € Ry, 'ensemble des séries entiéres de rayon de convergence supérieur ou égal & A est stable
par combinaison linéaire et par produit.

2.3.4 Comparaison et produit par «n»

Proposition 9. Utilisation de O, o et ~
Soient deux séries entiéres Y a,z" et Y b,2" de rayons de convergence R, et Ry.

i. Sia, = O (by) alors R, > Ry.
n—-+o0o

ii. Sia, = o (by) alors R, > Ry.
n—-+o0o

iii. Sia, ~ b, alors R, = Rp.
n—-+00

Proposition 10. Produit par «n»
Soit une série entiére ) a,2" de rayon de convergence R, la série entiére Y na,z" admet alors égale-
ment R pour rayon de convergence.

Corollaire 4. Rayon de convergence de Y n®z"
Soit v € R, la série entiere Y n®z™ admet 1 pour rayon de convergence.

2.3.5 Séries entiéres complexes usuelles

Proposition 11. Série géométrique
La série entiére ) 2" admet 1 pour rayon de convergence et sa somme est :
+oo
1
Vz € C tel que |z| < 1, 2" = .
que |z| > T

n=0

Définition 3. Série exponentielle
n

La série entiére ) - admet +o0o pour rayon de convergence, pour tout z € C sa somme est appelée
n

exponentielle de z et notée exp(z).
La fonction exponentielle est alors continue sur C.




3 Série entiére de la variable réelle

3.1 Adaptation des résultats sur les séries complexes

On considére une série entiére de la variable réelle qu'on note (abusivement) > anz", on peut
considérer cette série comme la restriction a R de )" a,2" sur C .
On définit donc son rayon de convergence R exactement comme pour une série complexe :

R =sup{r € Ry | (anr")nen est bornée} .

La série ) anz™ converge (absolument) pour z €] — R, R[ , diverge grossiérement pour

x €] — 00, —R[U]R, 4+00[ , on ne connait pas a priori sa nature pour x = R ou x = —R.
De plus, la série entiére Y a,x™ converge normalement sur tout segment inclus dans | — R, R].
L’intervalle | — R, R] est appelé intervalle ouvert de convergence de la série entiére Y a,a”, la
+oo
fonction S : x +— Z anz™ est définie sur cet intervalle (au moins) de plus S est continue sur | — R, R|.
n=0

3.2 Continuité en une borne de ’intervalle de convergence

Théoréme 1. Théoréme d’Abel
Soit une série entiere Y a,x™ de rayon de convergence R > 0 et de somme S.
— Si la série Y a, R™ converge alors la fonction S est définie et continue en R.
— Si la série Y a,(—R)™ converge alors la fonction S est définie et continue en —R.

3.3 Intégration et dérivation de la somme d’une série entiére réelle

Proposition 12. Dérivation terme-a-terme
Soit une série entiere Y anz™ de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

n—1

— la série entiére E nanx admet le méme rayon de convergence R;

n>1

+oo
— la fonction S est de classe C' sur | — R, R| et, pour tout x €] — R, R[, S'(x) = Znanxnfl :
n=1

Proposition 13. Dérivation k-iéme terme-a-terme
Soit une série entiére »  anz™ de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :
n!

n—k

— pour tout k € N, la série entiére Z W an® admet le méme rayon de convergence R ;
n—k)!
n>k
— la fonction S est de classe C*° sur | — R, R| et :
+o00 |
Wk € N,Va €] — R,R[,SW(z) =Y ﬁ ana" " .
n=~k ’

Proposition 14. Primitivation terme-a-terme
Soit une série entiére Y anz™ de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

L. N Qan N
— la série entiére E ﬁx”"’l admet le méme rayon de convergence R ;
n

z
n—+1

—+00
. a . c.
— la fonction T : x — g " _ 2" est 'unique primitive de S sur | — R, R[ s’annulant en 0.
n=0




3.4 Développement en série entiére

3.4.1 Définition

Définition 4.
Soit 7 > 0 et soit une fonction f définie sur un intervalle I contenant | — r,r[, on dit que f est
développable en série entiére sur | — 7, r[ s'il existe une série entiére Y a,2™ de rayon de convergence

+oo
R > r tel que, pour tout = €] —r,r[, f(z) = Zana:”.
n=0

Proposition 15. Régularité
Soit 7 > 0 et soit une fonction f définie et développable en série entiére sur | — 7, 7.
Cette fonction f est alors de classe C* sur | —r, 7]

3.4.2 Expression des coefficients d’une série entiére en fonction de sa somme

Proposition 16. Expression des coefficients en fonction de la somme
Soit une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

S (0)

Vk e N a, = 7l

Corollaire 5. Identification des coefficients d’une série entiére
Soient deux série entiéres > a,z™ et > b,x™ de rayons de convergence R, > 0 et R > 0.
On a alors équivalence entre les deux propriétés suivantes :

—+00 —+00
i. 3r > 0 tel que Vo €] —r, 7], Zana:" = anx”;
n=0 n=0

ii. Vn € Nya,, = b,.

3.4.3 Développement de Taylor

Définition 5. Développement de Taylor
Soit une fonction f définie et de classe C*° sur un intervalle I contenant 0.

F(0)

La série entiére ) 7':1:” est appelée série de Taylor de f.
n!

Proposition 17. Unicité du D.S.E.
Soit 7 > 0 et soit une fonction f définie et développable en série entiére sur | — 7, 7.
Ce développement en série entiére est unique et est égal a la série de Taylor de f.

Proposition 18. Utilisation du reste intégral
Soit r > 0 et soit une fonction f définie et de classe C*° sur un intervalle I contenant | — r,r[.
Cette fonction f est développable en série entiére sur | — r,r[ si, et seulement si :

V& €] —r,r[, lim </0$ (x;!t)nf(”“)(t)dt> =0.

n—r—+00




3.4.4

Développements usuels

1 X

Ve el —1,1,—In(l —z) = Z T ot In(1 4 z) = Z (_1>n71£

n=0
+00  n
n=1 n
+oo
Vr €] — 1,1[,arctan(z) = Z (=1)"
n=0
400 2"
Vz € R,exp(x) = Z o)
n=0
+oo 72n
Vx € R,ch(z) = Z o)l
n=0 ’
io g2+l
Vx € R,sh(z) = P ——
|
=~ (2n 4+ 1)!
too p2n
Va € R, cos(x) = Z (=) o)l
n=0 ’
Ji? p2n+l
Vz € R,sin(x) = (- —r
|
= (2n+1)!

Jr
Soit « € R alors : Vo €] — 1,1[,(1 + 2)* = Z

x2n+1

2n+1

—+00

n
n=1

~a(a—1)--(a—(n-1))

n!
n=0

T

n



