
Chapitre 13 � Séries entières

1 Règle de d'Alembert pour une série à termes réels strictement po-

sitifs

Proposition 1. Règle de d'Alembert complète

Soit une suite (un)n∈N ∈
(
R∗
+

)N
, on a les règles suivantes :

i. s'il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0,
un+1

un
≥ 1 alors la série

∑
un diverge ;

ii. s'il existe n0 ∈ N et α ∈ ]0, 1[ tel que, pour tout n ≥ n0,
un+1

un
≤ α alors la série

∑
un converge.

Corollaire 1. Règle de d'Alembert usuelle

Soit une suite (un)n∈N ∈
(
R∗
+

)N
telle que limn→+∞

un+1

un
= L, où L ∈ R, on a les règles suivantes :

i. si L > 1 alors la série
∑

un diverge ;

ii. si L < 1 alors la série
∑

un converge.

2 Série entière de la variable complexe

2.1 Dé�nition

Dé�nition 1. Série entière

� On appelle série entière (complexe) toute série de fonctions
∑

un dé�nies sur C où, pour tout

n ∈ N, la fonction un est de la forme un : z 7→ anz
n avec an ∈ C ;

� une telle série entière est usuellement et abusivement notée
∑

anz
n ;

� la suite (an)n∈N est appelée suite des coe�cients de la série entière
∑

anz
n.

2.2 Produit de Cauchy

Proposition 2. Produit de Cauchy de deux séries entières

Soient deux séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n alors le produit de Cauchy de ces séries entières est la

série entière
∑

cnz
n où, pour tout n ∈ N, cn =

n∑
k=0

akbn−k .

2.3 Rayon de convergence

2.3.1 Dé�nition

Proposition 3. Lemme d'Abel

Soit une série entière
∑

anz
n et soit z0 ∈ C∗.

Si la suite (anz
n
0 )n∈N est bornée alors, pour tout z ∈ C tel que |z| < |z0|, la série

∑
anz

n est absolument

convergente.

Dé�nition 2. Rayon de convergence

On appelle rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n l'élément R de R dé�ni par

R = sup {r ∈ R+ | (anrn)n∈N est bornée} .
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Proposition 4.

Soit une série entière
∑

anz
n de rayon de convergence R et soit z ∈ C, alors :

� si |z| < R, la série
∑

anz
n converge absolument ;

� si |z| > R, la série
∑

anz
n diverge grossièrement.

Corollaire 2.

Une série entière
∑

anz
n de rayon de convergence R converge normalement sur tout disque fermé de

centre 0 et de rayon r < R.
La somme de cette série entière est donc dé�nie et continue sur son disque ouvert de convergence.

2.3.2 Détermination pratique du rayon de convergence

Pour déterminer le rayon de convergence d'une série entière
∑

anz
n, il faut déterminer la valeur �

frontière � R telle que si |z| < R alors
∑

anz
n converge et si |z| > R alors

∑
anz

n diverge.

On peut notamment pour cela :

1. utiliser la règle de d'Alembert ;

2. utiliser des valeurs remarquables de z :

� si pour un z donné
∑

anz
n converge ou (anz

n)n∈N est bornée alors R ≥ |z| ;
� si pour un z donné

∑
anz

n diverge alors R ≤ |z| ;
� si pour un z donné

∑
anz

n converge et ne converge pas absolument alors R = |z| ;
� si pour un z donné

∑
anz

n diverge non grossièrement alors R = |z| ;
� ...

On a plus spéci�quement un cas classique d'utilisation de la règle de d'Alembert qui n'est valide

que si

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ admet une limite quand n tend vers +∞.

Proposition 5. Règle de d'Alembert spéci�que

Soit une série entière
∑

anz
n telle que lim

n→+∞

(∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣) = L ∈ R ∪ {+∞}.

Le rayon de convergence de cette série entière est
1

L
(avec

1

0
= +∞ et

1

+∞
= 0).

2.3.3 Opérations algébriques

Proposition 6. Produit par un scalaire non nul

Soit une série entière
∑

anz
n de rayon de convergence R et soit λ ∈ C∗, le rayon de convergence de∑

λ anz
n est alors égal à R.

Proposition 7. Somme

Soient deux séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n de rayons de convergence Ra et Rb, alors :

� si Ra ̸= Rb le rayon de convergence de
∑

(an + bn)z
n est égal à min(Ra, Rb) ;

� si Ra = Rb le rayon de convergence de
∑

(an + bn)z
n est supérieur ou égal à cette valeur

commune.

Proposition 8. Produit de Cauchy

Soient deux séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n de rayons de convergence Ra et Rb et soit
∑

cnz
n leur

produit de Cauchy.

Le rayon de convergence de
∑

cnz
n est alors supérieur ou égal à min(Ra, Rb).
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Corollaire 3.

Soit A ∈ R+, l'ensemble des séries entières de rayon de convergence supérieur ou égal à A est stable

par combinaison linéaire et par produit.

2.3.4 Comparaison et produit par �n�

Proposition 9. Utilisation de O, o et ∼
Soient deux séries entières

∑
anz

n et
∑

bnz
n de rayons de convergence Ra et Rb.

i. Si an = O
n→+∞

(bn) alors Ra ≥ Rb.

ii. Si an = o
n→+∞

(bn) alors Ra ≥ Rb.

iii. Si an ∼
n→+∞

bn alors Ra = Rb.

Proposition 10. Produit par �n�
Soit une série entière

∑
anz

n de rayon de convergence R, la série entière
∑

nanz
n admet alors égale-

ment R pour rayon de convergence.

Corollaire 4. Rayon de convergence de
∑

nαzn

Soit α ∈ R, la série entière
∑

nαzn admet 1 pour rayon de convergence.

2.3.5 Séries entières complexes usuelles

Proposition 11. Série géométrique

La série entière
∑

zn admet 1 pour rayon de convergence et sa somme est :

∀z ∈ C tel que |z| < 1,

+∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

Dé�nition 3. Série exponentielle

La série entière
∑ zn

n!
admet +∞ pour rayon de convergence, pour tout z ∈ C sa somme est appelée

exponentielle de z et notée exp(z).
La fonction exponentielle est alors continue sur C.
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3 Série entière de la variable réelle

3.1 Adaptation des résultats sur les séries complexes

On considère une série entière de la variable réelle qu'on note (abusivement)
∑

anx
n, on peut

considérer cette série comme la restriction à R de
∑

anz
n sur C .

On dé�nit donc son rayon de convergence R exactement comme pour une série complexe :

R = sup {r ∈ R+ | (anrn)n∈N est bornée} .

La série
∑

anx
n converge (absolument) pour x ∈]−R,R[ , diverge grossièrement pour

x ∈]−∞,−R[∪]R,+∞[ , on ne connait pas a priori sa nature pour x = R ou x = −R.
De plus, la série entière

∑
anx

n converge normalement sur tout segment inclus dans ]−R,R[.
L'intervalle ] − R,R[ est appelé intervalle ouvert de convergence de la série entière

∑
anx

n, la

fonction S : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n est dé�nie sur cet intervalle (au moins) de plus S est continue sur ]−R,R[.

3.2 Continuité en une borne de l'intervalle de convergence

Théorème 1. Théorème d'Abel

Soit une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

� Si la série
∑

anR
n converge alors la fonction S est dé�nie et continue en R.

� Si la série
∑

an(−R)n converge alors la fonction S est dé�nie et continue en −R.

3.3 Intégration et dérivation de la somme d'une série entière réelle

Proposition 12. Dérivation terme-à-terme

Soit une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

� la série entière
∑
n≥1

nanx
n−1 admet le même rayon de convergence R ;

� la fonction S est de classe C1 sur ]−R,R[ et, pour tout x ∈]−R,R[, S′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1 .

Proposition 13. Dérivation k-ième terme-à-terme

Soit une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

� pour tout k ∈ N, la série entière
∑
n≥k

n!

(n− k)!
anx

n−k admet le même rayon de convergence R ;

� la fonction S est de classe C∞ sur ]−R,R[ et :

∀k ∈ N,∀x ∈]−R,R[, S(k)(x) =
+∞∑
n=k

n!

(n− k)!
anx

n−k .

Proposition 14. Primitivation terme-à-terme

Soit une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

� la série entière
∑ an

n+ 1
xn+1 admet le même rayon de convergence R ;

� la fonction T : x 7→
+∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 est l'unique primitive de S sur ]−R,R[ s'annulant en 0.
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3.4 Développement en série entière

3.4.1 Dé�nition

Dé�nition 4.

Soit r > 0 et soit une fonction f dé�nie sur un intervalle I contenant ] − r, r[, on dit que f est

développable en série entière sur ] − r, r[ s'il existe une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence

R ≥ r tel que, pour tout x ∈]− r, r[, f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

Proposition 15. Régularité

Soit r > 0 et soit une fonction f dé�nie et développable en série entière sur ]− r, r[.
Cette fonction f est alors de classe C∞ sur ]− r, r[

3.4.2 Expression des coe�cients d'une série entière en fonction de sa somme

Proposition 16. Expression des coe�cients en fonction de la somme

Soit une série entière
∑

anx
n de rayon de convergence R > 0 et de somme S, alors :

∀k ∈ N, ak =
S(k)(0)

k!
.

Corollaire 5. Identi�cation des coe�cients d'une série entière

Soient deux série entières
∑

anx
n et

∑
bnx

n de rayons de convergence Ra > 0 et Rb > 0.
On a alors équivalence entre les deux propriétés suivantes :

i. ∃r > 0 tel que ∀x ∈]− r, r[,
+∞∑
n=0

anx
n =

+∞∑
n=0

bnx
n ;

ii. ∀n ∈ N, an = bn.

3.4.3 Développement de Taylor

Dé�nition 5. Développement de Taylor

Soit une fonction f dé�nie et de classe C∞ sur un intervalle I contenant 0.

La série entière
∑ f (n)(0)

n!
xn est appelée série de Taylor de f .

Proposition 17. Unicité du D.S.E.

Soit r > 0 et soit une fonction f dé�nie et développable en série entière sur ]− r, r[.
Ce développement en série entière est unique et est égal à la série de Taylor de f .

Proposition 18. Utilisation du reste intégral

Soit r > 0 et soit une fonction f dé�nie et de classe C∞ sur un intervalle I contenant ]− r, r[.
Cette fonction f est développable en série entière sur ]− r, r[ si, et seulement si :

∀x ∈]− r, r[, lim
n→+∞

(∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

)
= 0.
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3.4.4 Développements usuels

1. ∀x ∈]− 1, 1[,
1

1− x
=

+∞∑
n=0

xn

2. ∀x ∈]− 1, 1[,− ln(1− x) =

+∞∑
n=1

xn

n
et ln(1 + x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

3. ∀x ∈]− 1, 1[, arctan(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

4. ∀x ∈ R, exp(x) =
+∞∑
n=0

xn

n!

5. ∀x ∈ R, ch(x) =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!

6. ∀x ∈ R, sh(x) =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

7. ∀x ∈ R, cos(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

8. ∀x ∈ R, sin(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

9. Soit α ∈ R alors : ∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α =
+∞∑
n=0

α(α− 1) · · · (α− (n− 1))

n!
xn
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