Chapitre 15 — Variables aléatoires discrétes

1 Variables aléatoires discrétes

1.1 Définition

Définition 1. Variable aléatoire discréte
On appelle variable aléatoire discréte sur ’espace probabilisable (£2,7) toute application X définie de
) dans un ensemble E telle que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

i. Pensemble X (Q2) est au plus dénombrable ;

ii. pour tout z € X(Q), X 1({z}) € .

Vocabulaire :

— si X(Q) C R, X est dite réelle;

— 81 X(Q) est fini, X est dite finie;

— si X(2) est dénombrable, X est dite dénombrable.

Proposition 1.
Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2, 7) a valeurs dans E, pour toute partie A de E, ’ensemble
X~1(A) est un événement noté [X € A

Définition 2. Variable aléatoire indicatrice d’un événement.

. . . 1 si .
Soit A un événement, la fonction notée 14 définie sur Q par 14(w) = { 0 81Sia;§nw est une variable

aléatoire discréte sur (€2, 7) dite variable aléatoire indicatrice de A.

1.1.1 Loi de probabilité

Définition 3. Loi de probabilité
Soit X une variable aléatoire discréte sur 'espace probabilisé (2,7, P), on considére 'application
suivante :

Py: P(X(Q) —  [0,1]
A P(X €A

Cette application Px est alors une probabilité sur (X (), P(X(Q2))) appelée loi de probabilité de X.

Proposition 2.
Soit X une variable aléatoire discréte sur 'espace probabilisé (€2, 7, P), alors :
— la famille ([X = 7]),ex(q) est un systéme complet d’événements appelé systéme complet d’évé-
nements associé 4 X ;
— on a Z P(X =z) =1 (i.e. la famille (P(X = )),ex(q) est une distribution discrete de
zeX(Q)
probabilités) ;
— la loi de X est donnée par : VA C X(Q2), P(X € A) = Z P(X =x).
z€A

Notation : si deux variables aléatoires suivent la méme loi on note X ~ Y.




Proposition 3. Loi de Y = f(X)

Soit X une variable aléatoire discréte sur ’espace probabilisé (2, 7, P) et soit f une fonction définie
sur X ().

Posons Y = f o X, alors Y est une variable aléatoire discréte sur (€, 7, P) notée usuellement f(X) et
dont la loi est donnée par la distribution discréte de probabilités suivante :

Vy e f(X(Q),P(Y =y)= > PX=a).
ref ()

1.1.2 Lois usuelles

Les variables considérées sont définies sur un espace probabilisé (2, 7, P).

Définition 4. Loi géométrique
On dit qu'une variable aléatoire discréte X suit la loi géométrique de parameétre p (ou p €]0, 1[) et on
note X ~ G(p) si :

X(Q)=NetVne N P(X=n)=p(l-p"'.

Définition 5. Loi de Poisson
On dit qu’'une variable aléatoire discréte X suit la loi de Poisson de parameétre A (ou A €]0, +00[) et
on note X ~ P(A) si:

)\n
X(Q)=NetVneN,P(X =n) = e_AF :

2 Couples et familles de variables aléatoires

2.1 Couple de variables aléatoires

2.1.1 Deéfinition

Proposition 4.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur ’espace probabilisable (€2, 7).

La fonction notée (X,Y") définie sur Q par (X,Y)(w) = (X(w),Y (w)) est alors une variable aléatoire
discréte a valeurs dans X () x Y(Q).

Proposition 5.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur l'espace probabilisable (€2, 7).

La famille ([X = z]N[Y = y])(zy)ex(@)xy () est alors un systéme complet d’événements appelé systéme
complet d’événements associés au couple (X,Y).

2.1.2 Loi conjointe, lois marginales et lois conditionnelle

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies I'espace probabilisé (2, 7, P).

Définition 6. Loi conjointe

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, on appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple
(X,Y).
Cette loi est entiérement déterminée par la distribution discréte de probabilités suivante :

(P ([X = l’] N [Y = y]))(m,y)EX(Q)xY(Q)~




Définition 7. Lois marginales
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, les lois de X et de Y sont appelées lois marginales
du couple (X,Y).

Proposition 6. Lien entre loi conjointe et lois marginales
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, on a :
— VzeX(Q),P(X=2)= > P(X=zn[Y=y);
yeY (Q2)
— WEY(Q),PY =y)= Y P(X=2zn]y=y).
z€X(Q)

Définition 8. Lois conditionnelles
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes, alors :
— pour tout € X () tel que P(X = x) # 0, la loi conditionnelle de Y sachant [X = z] est la loi
de Y dans l'espace probabilisé (£, 7, Pix—z)), cette loi est donc donnée par :
P(X =2xn[Y =
Yy € Y(Q), Px—yg(Y =y) = ( P(X} — [x) )
— pour tout y € Y(Q) tel que P(Y =y) # 0, la loi conditionnelle de X sachant [Y = y] est la loi
de X dans l'espace probabilisé (€2, 7, Py—,)), cette loi est donc donnée par :
P(X =an[Y =)
PY =y

V$ & X(Q),P[yzy}(X = 1’) —

2.1.3 Indépendance

Définition 9.
Deux variables aléatoires discrétes X et Y sont dites indépendantes si :
V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(X =2]n[Y =y]) = P(X =2)P(Y =y).

Notation : si X et Y sont indépendantes on note X 1L Y.

Proposition 7.
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans F et F.
On suppose que X et Y sont indépendantes, on a alors :
— pour toutes parties A de E et B de F':
P([X € Aln[Y € B])=P(X € A)P(Y € B);
— pour toutes fonctions f et g définies respectivement sur X () et Y (€2), les variables aléatoires
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

2.2 Vecteurs aléatoires discrets

Toutes les variables considérés sont définies sur l'espace probabilisé (2, 7, P).

2.2.1 Définition et loi

Pour X1, ..., X, des variables aléatoires discrétes, on peut définir la variable aléatoire (X1,..., X,)
a valeurs dans X7 () x -+ x X, (Q).

Laloi de (X1,...,X,) est caractérisée par la donnée, pour tout (z1,...,2,) € X1(Q) x -+ x X,,(Q)
de la probabilité P ([X; = z1]N---N[X,, = zy)).



2.2.2 Indépendance

Définition 10. Famille de variables indépendantes
Les variables aléatoires discrétes X1, ..., X,, sont dites indépendantes si :
V(z1,...,2n) € X1(2) x - x X, (), P([X1=x1]N---N[Xp=2,]) = P(Xy1 =21) - P(Xy, = z0).

Proposition 8.
Soient des variables aléatoires discrétes X, ..., X, indépendantes & valeurs dans F, ..., E, alors :
— pour toutes parties A1,..., A, de Ey1,..., E, :
P(Xi1€e Aijn---N[Xp€A])=P(X1€41) - P(Xy,€Ay);
— pour toutes fonctions fi,..., f, définies respectivement sur X1(Q),..., X, (), les variables
aléatoires f1(X1),..., fn(Xy) sont indépendantes.

Corollaire 1.
Soient des variables aléatoires discrétes Xy, ..., X, indépendantes, toute sous-famille de (X1,...,X,)
est alors formée de variables indépendantes.

Proposition 9. Lemme des coalitions

Soient des variables aléatoires discrétes X, ..., X,, indépendantes, soit m € [1,n — 1] et soient des
fonctions f et g définies respectivement sur Xq(€2) x -+ X X, () et Xy 1(2) x -+ x X5, (82).
Les variables aléatoires f(X1,...,X) et g(Xmi1,...,Xy) sont alors indépendantes.

2.2.3 Suites de variables aléatoires indépendantes

Définition 11.
On appelle suite de variables aléatoires discrétes indépendantes toute suite de variables aléatoires
discrétes (X;);en telle que, pour tout N € N, les variables aléatoires Xy, ..., X soient indépendantes.

Théoréme 1.

Soit une suite (£;);en de lois de probabilités discrétes, il existe alors un espace probabilisé (€2, 7, P) et
une suite (X;);en de variables aléatoires indépendantes définies sur cet espace telle que :

VieN X; ~ L.

3 Espérance, variance et covariance

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur l'espace probabilisé (€2, 7, P).

3.1 Espérance

3.1.1 Deéfinition

Définition 12. Espérance d’une variable positive
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans Ry U {+o00}.
On définit l'espérance de X, notée E(X), comme la somme (définie dans Ry U {+o0}) de la famille
(@P(X = 1))pex(), ie. B(X)= Y  aP(X =)
zeX ()




Définition 13. Espérance d’une variable complexe
Soit X une variable aléatoire discréte complexe, alors :
— on dit que X est d’espérance finie si la famille (xP(X = )),cx () est sommable;
— 81 X est d’espérance finie, on définit 1'espérance de X, notée E(X), par :
E(X)= ) aP(X =u).

zeX ()

Notation : si X est une variable aléatoire complexe d’espérance finie on note X € £!.

Vocabulaire : une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

Proposition 10. Cas des variables a valeurs dans N U {400}
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans NU {400}, on a alors E(X) = Z P(X > k).

Proposition 11. Espérance pour les lois usuelles
— Une variable aléatoire X suivant la loi G(p) est d’espérance finie donnée par E(X) =

— Une variable aléatoire X suivant la loi P(\) est d’espérance finie donnée par E(X) =

3.1.2 Théoréme de transfert

Théoréme 2. Théoréme de transfert
Soit X une variable aléatoire discréte et soit f une fonction définie de X () dans C, alors :
— la variable aléatoire f(X) est d’espérance finie si, et seulement si, la famille
(f(z)P(X = 2))zex(q) est sommable;
— si f(X) est d’espérance finie, on a E(f(X)) = Z f(x)P(X = x).
zeX ()

3.1.3 Propriétés de I’espérance

Théoréme 3. Linéarité de 'espérance
Soient deux variables aléatoires discrétes réelles X et Y d’espérances finies et soit deux réels A et p, la
variable aléatoire AX + Y est d’espérance finie et E(AX + uY) = AE(X) + pE(Y).

Proposition 12. Comparaison
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles telles que | X| <Y
SiY est d’espérance finie alors X est d’espérance finie.

Proposition 13. Positivité
Soit X une variable aléatoire discréte positive, son espérance est alors positive.
De plus E(X) = 0 si, et seulement si, X est presque stirement nulle.

Corollaire 2. Croissance

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles d’espérances finies telles que X <Y, on a
alors E(X) < E(Y).




Proposition 14. Espérance d'un produit
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles, alors :
— la variable aléatoire XY est d’espérance finie si, et seulement si, la famille
(@yP([X =2 N[Y =y]) (1 4)ex@)xy () est sommable.
— s1 XY est d’espérance finie on a E(XY) = Z ryP([X =z|N[Y =y]).
(z,y)EX (Q)XY (Q)

Corollaire 3. Espérance du produit de variables indépendantes
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes réelles indépendantes et d’espérances finies.
La variable aléatoire X Y est alors d’espérance finie et on a E(XY) = E(X)E(Y).

Proposition 15. Inégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire discréte positive d’espérance finie, on a alors :

E(X)

Va eR*,P(X >a) <
(6]

3.2 Variance

3.2.1 Variables de carrés d’espérances finies et inégalité de Cauchy-Schwartz

Proposition 16.
Soit X une variable aléatoire discréte complexe.
Si X? est d’espérance finie alors X est d’espérance finie.

Notation : si X est une variable aléatoire discréte complexe telle que X? est d’espérance finie on
note X € £2;onadonc: X € £L2= X e ..

Proposition 17.
Soient X et Y éléments de £2 alors la variable XY est dans £! et on a :

E(XY) < EBE(X*)E(Y?).

Corollaire 4.
L’espace £2? est un sous-espace vectoriel de I'espace £1.

3.2.2 Variance et écart-type

Définition 14. Variance et écart-type

Soit X élément de £2, on définit alors :
— la variance de X, notée V(X), par : V(X) = E ((X — E(X))?);
— Décart-type de X, notée o(X), par : o(X) = /V(X).

Vocabulaire : une variable aléatoire admettant une variance égale a 1 est dite réduite.

Proposition 18. Formule de Keenig-Huyghens
Soit X élément de £2, on a alors : V(X) = E(X?) — BE(X)2

Proposition 19. Variable de variance nulle
Soit X élément de £2.
La variance de X est nulle si, et seulement si, X est presque sGrement constante.




Proposition 20. Variance pour les lois usuelles
l—p
p*

— Une variable aléatoire X suivant la loi G(p) admet une variance donnée par V(X) =

— Une variable aléatoire X suivant la loi P(\) admet une variance donnée par V(X) = .

Proposition 21. Variance de aX + b
Soit X une variable aléatoire discréte réelle admettant une variance et soient deux réels a et b, alors
la variable aléatoire aX + b admet une variance et on a V(aX + b) = a?V(X).

Corollaire 5. variable réduite et variable centrée réduite
Soit X dans £2 de variance non nulle, alors :

X
— la variable m est de variance égale & 1, elle est dite variable réduite associée & X ;
o
— E(X)
o(X)
réduite associée & X.

— la variable est d’espérance nulle et de variance égale & 1, elle est dite variable centrée

Proposition 22. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X dans £?, on a alors :

V(X)

Ve >0, P (X ~ E(X)| 2 ¢) < -

3.2.3 Covariance

Définition 15. Covariance de deux variables aléatoires
Soient X et Y dans £2, la variable (X — E(X))(Y — EY) est alors d’espérance finie et on définit la
covariance de X et Y, notée Cov (X,Y), par : Cov (X,Y) = E((X — E(X))(Y — EY)).

Proposition 23. Formule de Keenig-Huyghens
Soient X et Y dans £2 on a alors : Cov (X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

Proposition 24.
La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur £2.
Par inégalité de Cauchy-Scwarz on a donc, pour tout X et ¥ dans £2 : Cov (X,Y)? < V(X)V(Y).

Corollaire 6. Covariance de variables aléatoires indépendantes
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de £!, ces variables aléatoires admettent alors
une covariance nulle.

Proposition 25. Variance d’'une somme de variables aléatoires
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires dans £2, on a alors :

V(X1+"'+Xn)zzn:V(Xk)+2 Z Cov (X3, Xj) .

k=1 1<i<j<n

Corollaire 7. Variance d'une somme de variables aléatoires indépendantes
Soient X7, ..., X, des variables aléatoires non corrélées dans £2, on a alors :

V(X144 X)) = ZH:V(Xk) .
k=1




3.2.4 Loi faible des grands nombres

Proposition 26. Loi faible des grands nombres
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes dans £2 suivant toute la méme loi.

n
Notons m 'espérance commune & ces variables et, pour tout n € N, S,, = E X}, on a alors :
k=1

Ve >0, lim P(

n—-+00

S"—m‘Zs)zO.

n

4 Fonctions génératrices

Toutes les variables aléatoires considérées dans cette section sont définies sur ’espace probabilisé
(Q, 7, P) et sont a4 valeurs dans N.

4.1 Deéfinition

Définition 16.
La fonction génératrice d’'une variable aléatoire discréte entiére X, notée Gx, est la somme de la série

+oo
entiere réelle ZP(X =n)t", ie. Gx 1t — Z P(X =n)t" .
n=0

Proposition 27.

Soit X une variable aléatoire discréte entiere de fonction génératrice Gx, alors :
— le rayon de convergence R de la série entiére Z P(X = n)t" est supérieur ou égal a 1;
— vt 6] - RvR[: GX(t) = E(tX) )
— la fonction Gx est définie et continue au moins sur [—1, 1] (méme si R = 1).

Proposition 28. Obtention de la loi & partir de la fonction génératrice
Soit X une variable aléatoire discréte entiére de fonction génératrice Gx, on a alors :
Gy (0

n!

VneN P(X =n)=

4.2 Lien a l’espérance et a la variance

Proposition 29. Espérance

Soit X une variable aléatoire discréte entiére de fonction génératrice Gx, alors :
— la variable X est d’espérance finie si, et seulement si, la fonction Gx est dérivable en 1;
— si X est d’espérance finie alors F(X) = Gx'(1).

Proposition 30. Variance

Soit X une variable aléatoire discréte entiere de fonction génératrice Gx, alors :
— la variable X est dans £? si, et seulement si, la fonction Gy est deux fois dérivable en 1;
— si X est dans £2 alors F(X?) = Gx"(1) + Gx'(1).

4.3 Fonction génératrice d’une somme de variables aléatoires indépendantes

Proposition 31.
Soient X1,..., X, des variables aléatoires discrétes entiéres indépendantes de fonctions génératrices
Gx,,...,Gx,. La fonction génératrice de S = X; +---+ X, est alors Gg = Gx, ---Gx

nt




