M.P. — Préparation a I’oral 2025

1 Exercices posés lors de la session 2024

1.1 Exercices plutot faciles

Exercice 1. ENSEA Gabriel Osypchuk *

1/2
1. Calculer/ i
o 11—t

+00 1
2. Montrer que nzo W =In(2).

Exercice 2. IMT Mazence Menu *

Soit m > 1, on dispose de n boules numérotées de 1 & n, et n urnes dans lesquelles on
peut mettre de 0 & n boules. Chaque boule est mise dans une urne avec équiprobabilité et
indépendamment des autres boules.

On note p, la probabilité qu’il y ait exactement une boule dans chaque urne.

1. Calculer p,.
2. Montrer que (pp)n>1 décroit et converge.

3. Montrer que p, — 0.

n—4o0o
Exercice 3. IMT Thomas Peronne *
1 4 =2 ¥ = z+4dy—2z
Soit A= 1 1 —1]etsoit(E):{y = z4+y—=z
-1 -2 0 7= —x—2y

1. Montrer que —1 est valeur propre de A.
2. Résoudre (F).

Exercice 4. IMT Yzzo%mas Peronne *
1
O I, = dx.
n pose I, /0 T o7 x

1. Pour quels entiers n, I, est-elle définie.

1
2. On pose J, —/
0

3. En déduire le comportement de I,, quand n tend vers +oo.

5o dz, déterminer nll)l}_loo(.]n)

Exercice 5. IMT Raphaél Schneider *

Soient deux réels a et b avec n # 1, étudier la convergence de la série E

an

147

Exercice 6. IMT Raphaél Schneider *
Soit ' = R, [X], pour tous P et @ dans F on pose (P|Q) = ZP(k)Q(k)
k=0

Montrer qu’on a ainsi défini un produit scalaire sur E et déterminer une base orthonormale
de E pour ce produit scalaire



Exercice 7. IMT Elliot Picavet *
1. Soit a,b € C et soit P € C[X].
Calculer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b).
Indication : on pourra distinguer les cas a = b et a # b.
2. Calculer le reste de la division euclidienne de (X + 1)?"*! — X27+! par X2 4 X + 1.

Exercice 8. CCINP Raphaél Schneider *

n—1
Soit n > 2 et soit P, = ZX%.
k=0

2n

1. Résoudre dans C I'équation z°" = 1 et donner ’ensemble des racines complexes de P,.

n—1

k
2. Montrer que P, = H <X2 — 2cos <7T> + 1).
n

k=1

n—1
km
. Calculer P(1) et en déduire la valeur d in|—|.
3. Calculer P(1) et en déduire la valeur e]}_[ls1n<2n>

Exercice 9. IMT Gabriel Osypchuk *
Soit E un R-espace vectoriel, soit f € L(FE) et soit ¢ : u € L(E) — fou.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2. Soit u € L(E) \ {0} et soit A € R, montrer que u est vecteur propre de ¢ relativement a A
si, et seulement si, Im(u) C ker(f — AId).

Exercice 10. IMT Gabriel Osypchuk *
On pose, pour tout n € N, f,, : t — t"In(¢).

1
1. Montrer que, pour tout n € N, f,, est intégrable sur ]0, 1] et calculer I,, = / fn(t)dt.
0

1 +oo

1
2. Montrer que/ exp(t) In(t)dt = — E —
0

nln’
n=1

Exercice 11. IMT Benjamin Prugnaud *
Soit M € M3(R) tel que M* = 4M? et {—2,2} C Sp(M).

1. Montrer que Sp(M) C {—2,0,2}.
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Exercice 12. IMT Sophie Boulet *
Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et soit u € £(E) de polynéme minimal 7, = X2.
1. Que vaut x,?
2. Montrer que dim(ker(u)) € {4,5,6}.
Exercice 13. CCINP Alexis b(wouzlet *
Soit k € R%, on pose f:x /0 t* sin(xt)dt.

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable sur R et vérifie : Vo € R,zf'(z) + (k + 1)f(z) = sin(z).
Déterminer les solutions développables en série entiére de ’équation différentielle dont f
est solution en précisant le rayon de convergence.



1.2 Exercices moins faciles

Exercice 14. IMT Mazence Menu **
Soit I un idéal d’'un anneau commutatif A.
On note By = {x € A | 3n € N*, 2" € I}.
1. Montrer que B est un idéal de A.
2. Décrire les idéaux de Z.
3. Pour I un idéal de Z, déterminer B; en utilisant la décomposition en produit de facteurs
premiers d’un entier.

Exercice 15. ENSEA Thomas Peronne **

On pose S : xHZn'(gcl—gn)

. Montrer que S est définie et de classe C! sur R.

. Etudier le sens de variation de S.

1
2
3. Montrer que, pour tout z € R, zS(z) — S(z +1) = —
4. Donner un équivalent de S en +o00

)

. Donner un équivalent de S en 0.
Exercice 16. CCINP Mazence Menu **
On suppose que pour n € N*, la probabilité d’obtenir n est .

1. Montrer que 'on définit bien ainsi une probabilité sur N*.

Pour k£ € N*, on note A I’événement "étre un multiple de k ".
2. Calculer P(Ag) pour tout k € N*.
3. Calculer P(A2 U A3).

4. On note B I’événement "étre un nombre premier"
et C = ({1} U AU A3)\{2,3}
Montrer que C C B

209

T4

Exercice 17. CCINP Thomas Peronne **
On pose F': x »—)/ M e tdt.

13
5. Montrer que 35 < P(B) <

w1 2t
1. Montrer que, pour tout ¢ € {O, 5}, — <sin(t) < t.
7T
2. Montrer que F' est définie sur R.
1—e 2%
3. Montrer que, pour tout z € R% | |F(z)| < ———

4. Montrer que F' est de classe C! sur R et calculer F’(z) sans signe intégrale.

5. Déterminer la limite de F' en —oo.



Exercice 18. CCINP Benjamin Prugnaud **
On pose up = 1 et, pour tout n € N, w41 = sin(uy,).
1. Montrer que, pour tout n € N, u,, € [0, 1].
2. Etudier le sens de variation de la suite (Un)nen. Cette suite converge-t-elle ?
3. Déterminer un réel a tel que (ug,; — uj)nen admette une limite dans R*.

4. Déterminer un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oo.

Exercice 19. ENSEA Thomas Peronne **
Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans {—1} et telle que P(Y = 1) = p €]0, 1].
Soient X7 et Xy deux variables aléatoires indépendantes de méme loi.

R . CE. ©
SOH:A—(YX2 X1>'

1
1. On suppose que X1 + 1 suit la loi géométrique de parameétre 3 Déterminer la probabilité
que A soit inversible.

2. On suppose que X; suit la loi de Poisson de paramétre A. Déterminer la probabilité que A
soit diagonalisable.

Exercice 20. IMT Alexandre Guechtouli **
On considére n urnes et N boules avec N = kn ou k € N*.
Chaque boule est envoyée dans une urne avec équiprobabilités entre les urnes.
On note Y le nombre d’urnes vides.
1. Déterminer 'espérance de Y.
2. Déterminer la loi de Y.

3. Soit j € [0,n— 1], déterminer la limite de P(y = j) quand k tend vers +oo puis déterminer
un équivalent de P(y = j) quand k tend vers +oc.

Exercice 21. ENSEA Alexandre Guechtouli **

0 0 4
Soit A= 1 0 —8] et soit C4 I'ensemble des matrices de M3(R) qui commutent avec A.
01 5

1. Déterminer x4 et 7m4.

2. Déterminer C'4 en précisant sa dimension.

Exercice 22. IMT Alezis Bavouzet ** .
O idére la séri —1)"In(1+-=).
n considére la série Z( )" In < + n)

1. Montrer que cette série converge.

2. Calculer la somme de cette série.

Indication : on pourra calculer les sommes partielles d’ordre pair



Exercice 23. IMT Elliot Picavet **

Soient p €]0,1[ et XA € R*.

On considére X et Y des variables aléatoires indépendantes telles que X suive la loi de
Bernouilli de paramétre p et Y suive la loi de Poisson de paramétre A.

On pose Z = XY

1. Vérifier que l'espérance de Z existe et la calculer.

2. Vérifier que la variance de Z existe et la calculer.
3. Calculer la loi de Z, préciser P(Z = 26).

Exercice 24. IMT Nina Mirwasser **

dx ™2

“+oo
Dans cet exercice, on pourra librement utiliser que / = —.
0

1+ 24 4
1

“+o0
On pose [ :t— _
pose f ; t4 4+ nt

—_

. Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est continue sur D.

[\)

. La fonction f est-elle de classe C* sur D?

w

. Déterminer un équivalent de f(¢) quand ¢ tend vers +oo.
+o0 (_1)k
4. Justifier I'existence et calculer la valeur de E .
— 4k +1

Exercice 25. Navale Elliot Picavet **
Soit n € N* et soit M € M,,(R). Montrer I’équivalence entre ces deux assertions :

(1) Y(A, B) € M,(R)2, Tr(MAB)=Tr(MBA)
(2) M est une matrice d’homothétie (ie. M = AI,,)

Exercice 26. CCINP Emilie Zheng **
Soit un espace euclidien E et soit u € L(E) tel que, pour tout z € E, (u(z)|z) = 0.

1. Montrer que v* = —u.
Que peut-on en déduire quant a la matrice de v dans une base orthonormale de E.
2. Montrer que ker(u)® est stable par u.

3. Montrer qu’il existe une base orthonormale B de E et une matrice inversible N telle que

o . (00
mBat(u) s’écrive par blocs : ml?t(u) = (0 N)'

4. Montrer que le rang de u est pair.

Exercice 27. CCINP Elliot Picavet **

On définit :
cos(t)
t+x

dt

w/2
Ve eR f(x) :/0

1. Montrer que f est C! sur R% et étudier les variations de f.

2. Justifier que, pour tout ¢ € [0, 3], 1 < cos(t) < 1.

2
2
Montrer que f(z) ~ —In(x).

Tr—r

3. Donner un équivalent de f en +oo.



Exercice 28. CCINP Lucie Dai **
Soit E = C2([0,1],R).

1
Pour tout (/.9) € %, on pose (flg) = [ (F(0a(0) + 1'(0g'(0)at.

1. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E.
2. Onpose V={feE|f0)=f1)=0tet W={feE|f'=f}
Montrer que V' et W sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux et supplémentaires dans
E.
Exercice 29. CCINP Amélie Wendelbo **

+0o0 9
On admet / e dt.
0
1. Soit z € R, ¢t — e~*"ch(wt) est-elle intégrable sur [0, +ool.
+oo
2. On pose F': z — / e*t2ch(a:t)dt, F est-elle de classe C! sur R?
0

3. Déterminer une équation différentielle vérifiée par F'.
4. Déterminer F'.

Exercice 30. CCINP Gabriel Osypchuk **
1
Pour tous polynémes P et @ de R[X] on pose (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
0

1. Montrer que 'on a définit un produit scalaire sur R[X].
On note || || la norme associée & ce produit scalaire.
2. On pose ¢ : P € R[X] — P(0).
Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R[X].
Montrer que ¢ n’est pas continue sur R[X].
Indication : on pourra utiliser la suite ((X — 1)™)pen
3. Montrer qu'’il n’existe pas de @ € R[X] tel que, pour tout P € R[X], ¢(P) = (P|Q).
4. Soit n € N, on se place maintenant sur R, [X].

(a) Montrer que ¢ est continue sur R, [X].
(b) Existe-t-il @ € R, [X] tel que, pour tout P € R,[X], ¢(P) = (P|Q)?
Exercice 31. IMT Benjamin Prugnaud **
S~ (=0 S
Onposef:xHZT etg:xrﬁzﬁ.
n=1 n=1
1. Déterminer les ensembles de définition de f et g.
2. Etudier les convergences normales et uniformes de f et g.
3. Etudier la continuité de f et de g.
4. Déterminer une relation entre f et g.
Exercice 32. IMT Ophélie Samou **
Combien y-a-t-il d’applications f : [1,n] — [1,n] telles que fo f = f?
Exercice 33. IMT Amélie Wendelbo **
Soient E et F' des espaces vectoriels.
Soit f € L(E,F) tel que fogof=fetgofog=yg.
1. Montrer que Im(g) @ ker(f) = E.
2. On suppose de plus que E de dimension finie, montrer que f et g ont méme rang.



1.3 Exercices plutot difficiles

Exercice 34. IMT Alexis Bavouzet ***
On considére quatre points distincts A, B, C' et D.
On se trouve initialement en A et on se déplace par étapes entre les points :

1 1
— sion est en A on va en B avec la probabilité 3 en D avec la probabilité 3 et on reste en

1
A avec la probabilité 5

1 1
— sionestenBonvaenC’avecp:§,enAavecp:§etonresteenBavecp:f;

—_
—_

)

— sionesten C, onvaen D avec p = 2 en B avec p = 3 et on reste en C' avec p =
1 1

p—
@\Hoﬂr—'a

— sion est en D, on va en A avec p = 5 en C avec p = — et on reste en D avec p =

On note a,, la probabilité d’étre en A a l'issue du n-iéme déplacement, calculer 1igr_1 (an),
n—-+0oo

Exercice 35. IMT Ophélie Samou ***
1
Soit un réel «, pour tout n € N, on pose I,, = / t"|ln(1 —t)|*dt.
0

1. Déterminer pour quelles valeurs de « la suite (I,)nen est bien définie.
On se place désormais dans ce cas.

2. Déterminer lim (Ip,).
n—-+o00
3. Déterminer la nature de la série Z I,,.

Exercice 36. Saint Cyr Elliot Picavet ***
On pose : Vn € N*

2 1 0 0
1 4 1
An = S Mn.H(]R)
0 1 4 1
0 1 2

1. Montrer que A; et Ay sont diagonalisable et donner leurs valeurs propres.
2. Montrer que Yn > 2,VX € My ,,11(R) :

n n
(AnXIX) = (XIX) + 3 @) + (@ + i)
i=2 i=1
3. Montrer que, pour tout n € N* A, est inversible.

4. Montrer que, pour tout n € N*, les valeurs propres de A, sont supérieures ou égales & 1.
Sont-elles strictement supérieures a 17



Exercice 37. IMT élrmélz'e Wendelbo ***
o0

1
On pose f :z+— Z 2 arctan(nx).
n=1
1. Quel est 'ensemble de définition de f7?
2. Justifier la continuité de f.
3. Montrer que f est de classe C! sur R*.
4. Montrer que f n’est pas dérivable en 0 (cette question nettement plus difficile a été évoquée
mais n'a en fait pas été traitée durant l’oral).

Exercice 38. Navale Elliot Picavet ***

1
Soit £ = C([0,1],R). On note Ni(f) = /0 |f(z)|dz.

1. Montrer que N; est une norme.
2. Une suite (f,)nen € EY est dite de Cauchy si :

Ve > 0,IN € N,Vn > N,Vk > 0, N1(frax — fn) <€
Montrer que la convergence au sens de N1 implique que la suite est une suite de Cauchy.

n k
x
3. On pose, pour tout n € N*, f, 1 & — E =
k=1

Montrer que (f,,) est une suite de Cauchy.
Cette suite converge-elle dans (E, N1)?

Exercice 39. CCINP Nina Mirwasser ***

0, In, Op
Soit n € N* et soit A € M3, (R) définie par A= [0, 0, I,
0, 0, O,

1. Déterminer le polynéme caractéristique et le polyndéme minimal de A.

2. Montrer que si v est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie alors
dim(ker(v?)) < 2dim(ker(v)).
3. Soit B € M3, (R) de rang 2n et vérifiant B3 = 0.
On note v 'endomorphisme canoniquement associé a B.
(a) Déterminer le rang de v2.

(b) Soit S un supplémentaire de ker(v?) et soit (eq,...,e,) une base de S, montrer que
la famille (v2(eq1),...,v%(ep),v(e1),...,v(ep), €1, .., ep) est libre.

(¢) Montrer que A et B sont semblables.

Exercice 40. Centrale Ophélie Samou ***

1 1 1
Soit D =]0, 1[? et soit f définie sur D par f: (z,y) —

1—x+1—y+x+y'

1. Montrer que f est de classe C! sur D.
2. Déterminer les extrema locaux de f.

3. Déterminer les extrema globaux de f.



Exercice 41. Centrale Eléonore Nifle ***
Soit = R"™ et soit V un sev de E de dimension k.
Soit py le projecteur orthogonal sur V et soit P la matrice canoniquement associé a py .
On note P = A+ D ou D est diagonale et A est de diagonale nulle.

Soient X1,..., X, des variables indépendantes de méme loi donnée par :
P(X, = —1)= P(X; — 1) = %

X1
On pose X = | ! | et onnote R=d(X,V).

Xn

1. Montrer que 0 < R < /n.
2. Montrer que, pour tout z € E, d(z,V)? = ||z||* — (z|py (z)).
3. Montrer que R? =n — k — XTAX et en déduire I'espérance de R2.

Remarque : énoncé incomplet

Exercice 42. Centrale Python Eléonore Nifle ***

n—1
On pose Py =1 et, pour tout n € N*, P, = H(X — k).
k=0
1. Montrer qu'il existe un unique endomorphisme u de R[X] tel que, pour tout k € N, u(Py) =
Xk,
2. Montrer que, pour tout n € N, R, [X] est stable par, on note u,, ’endomorphisme de R,,[X]
induit par u.
3. Avec Python
(a) Ecrire une fonction M qui prend n en argument et renvoie la matrice M,, canonique-
ment associée a u,,.
(b) Afficher les valeurs propres et vecteurs propres de u,, pour n € [2,5].
(c) Conjecturer les valeurs propres de uy,.
4. Montrer que, pour tout n € N, les coefficients de M,, sont dans Z.

5. Montrer la conjecture sur les valeurs propres de uy,.

6. Déterminer les éléments propres de .

Exercice 43. Saint Cyr Python FElliot Picavet ***
Soit o € Ry et soit a; = 1, on pose :

(__ nt+1 M

* 1 g
VnEN,anJrl:(n_i_)l)aZap et An:h'l Z&p
p=1 p=1

1. Ecrire une fonction Python calculant a,, avec une complexité temporelle en O(n).
“+o0o
2. Ecrire un code Python permettant de calculer une approximation de Z Q.

n=1

Tester cette fonction pour @ = 2 et pour o =

P ool

3. Donner la nature de la série > (A,+1 — 4,) en fonction de la valeur de .



4. Pour quelles valeurs de « la série Z a, est-elle convergente ?

+0o0
1
5. Préciser la valeur de Z an pour o = 5 et pour a = 1.

n=1

2 Exercices antérieurs

2.1 Exercices plutét faciles

Exercice 44. CCINP *
Soit n € N*.
1. Donner les dimensions de A, (R) et S, (R) en expliquant comment les trouver.

2. Soit u: A € M, (R) — AT justifier rapidement que det(u) # 0 puis calculer explicitement
le déterminant de w.

3. Soit A € M,, (R), montrer que ker(AT A) = ker(A).

Remarque : cette question est indépendante de la précédente.

Exercice 45. IMT *

Calculer exp(A4) ou A =

S O N
=3 RS
=

Exercice 46. IMT *
Résoudre 1'équation différentielle 3 (z) + 6y'(x) + 9y(x) = €3 4 2732,

Exercice 47. IMT *
Soit A € M,, (R) telle que A% = —I,,, montrer que det(A4) = 1.

Exercice 48. IMT *

Soit A — (; _41>.

1. Enoncer le théoréme de Cayley Hamilton
2. Calculer x4 en déduire A™ pour tout n € N.

= :L‘—y
= 2x+4y’

/

3. Résoudre le systéme {:;,

Exercice 49. CCINP *
On considére I'équation différentielle (E) : 4zy”(z) + 2y (z) — y(z) = 0.
Déterminer une solution de (F) développable en série entiére et valant 1 en 0.

Exercice 50. CCINP *

2 -3 -1 1 1 1
soit A= 1 —2 —1] etsoientu;=|1/3],uo={0]etuz=1[0
-2 6 3 0 1 0

1. Déterminer 4.

2. Déterminer les sous-espaces propres de A et vérifier que uy et us sont vecteurs propres de

A.

3. Montrer que (u1,uz,us) est libre et en déduire une matrice P telle que P~'AP soit trian-
gulaire.

10



4. Résoudre le systéme différentiel X'(¢) = AX(t).

Exercice 51. IMT *
Déterminer toutes les fonctions f € C*(R,R) telles que, en tout point, la tangente & la courbe
de f dans un repére orthonormé passe par 'origine de ce repére.

Exercice 52. CCINP *
On pose A: P e R[X|— P(X +1)— P(X).
1. Montrer que A est un endomorphisme de R[X].

2. Soit P € R[X] non constant déterminer le degré de A(P).
Montrer que, pour tout n € N, R, [X] est stable par A.

3. Déterminer le noyau de A et montrer que A est surjective.

4. Montrer que, pour tout n € N et P € R[X] on a :

Exercice 53. CCINP *
Soient T" et Y deux variables aléatoires indépendantes.

1
On suppose que T suit la loi binomiale de taille 2n et de paramétre 5 et que Y est & valeurs

dans {—1,1}.
Onpose X =T —net Z=XY.

1. X et T sont-elles indépendantes ?
X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Montrer que X et Z suivent la méme loi. Ces variables sont-elles indépendantes 7

3. Que vaut 'espérance de Z 7

Exercice 54. IMT *
Soit E un espace euclidien et soient a et b deux vecteurs de F non colinéaires.
Soit w : x — (a|x) a + (b|x) b.
1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de FE.

2. Déterminer ker(u).

3. Déterminer les sous-espaces propres de u.

Exercice 55. IMT *
On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N*.
On suppose qu’il existe un réel a tel que, pour tout n € N*, P(X =n) = on
n
1. Déterminer la valeur de a.
2. Calculer I'espérance de X.
3. Montrer que X admet une variance et calculer cette variance.
4

. Déterminer la fonction génératrice de X et retrouver ’espérance et la variance de X.

11



Exercice 56. TPE/EIVP *

On considére un meuble & huit tiroirs numérotés de 1 a 8.

Un trousseau de clefs a la probabilité d’étre dans ce meuble, et que chaque tiroir a la méme
probabilité de contenir ce trousseau.

Quelle est la probabilité que le trousseau de clefs soit dans le tiroir numéro 87

On a examiné sans succeés les tiroirs numérotés de 1 & 7, quelle est la probabilité que le
trousseau de clefs soit dans le tiroir numéro 8?7

Exercice 57. TPE/EIVP *
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique de

parameétre p.
X 1

0 Y)

Déterminer la probabilité que A soit diagonalisable.

On pose A = <

Exercice 58. CgINP *

= x
ot f oy
= /n(1+ na?)

1. Montrer que f est définie sur R et dérivable sur R .

2. Déterminer zgrfoo (f(x)).

Exercice 59. CCINP *

+oo 1 _|_ tn
Montrer que ’on peut définir, pour tout n € N*, [, =

0 Vit

Déterminer lim (I,,).
n—-+4o0o

Exercice 60. CCINP *

1 6 —2
Soit A== 3 6
7 -2

Remplir la matrice A de telle sorte que A € SO3(R) puis déterminer I’endomorphisme de R3
canoniquement associé & A.

Exercice 61. IMT *
Soit u € £ (K") tel que rg(u) = rg(u?).
Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans K".

Exercice 62. IMT *

1 2 n

On pose, pour tout n € N*, D,, = .
2
n n—1 --- 1

Montrer que, pour tout n € N*, D,, = (=1)""! 4 (n + 1)2"~2.

Exercice 63. IMT *

. 2 1 . A 2A
SmtA—(l 2) et501tB—<A 2A>'

1. A est elle diagonalisable ? A est elle inversible 7

2. Déterminer le rang de B. B est elle diagonalisable ?

12



Exercice 64. IMT *
Existe-t-il une matrice A dans M3 (R) telle que Tr(A) =0 et A2 + AT =137

Exercice 65. IMT *

+oo 1
On pose, pour tout n € N* [, = ———dt.
p ) p y N /0 (1 —|—t2)”
Montrer que, pour tout n € N*, I, existe et calculer sa valeur.

Exercice 66. IMT *
Soit M une matrice de M, (R) telle que M? = I,, — M.
Montrer que son déterminant est strictement positif.

Exercice 67. IMT *
On lance une piéce de monnaie ayant une probabilité p de faire "pile".
On pose N le nombre de lancers nécessaire pour obtenir "pile" pour la premiére fois.
Ensuite, on lance la piéce N fois et on compte le nombre de fois X ou on obtient "pile".

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer 'espérance de X.

Exercice 68. IMT *

Soit E¥ un ensemble de cardinal n > 2.

On tire on hasard et avec remise A et B des parties de F, les deux tirages étant successifs et
indépendants.

Calculer la probabilité que card(A N B) = 1.

Exercice 69. IMT *

1 00
Soit M =11 0 1
010

1. M est-elle diagonalisable ?
1

S = O

- 0
2. Montrer que M est semblable a T = | 0 1 | et donner une matrice inversible P telle
0 1

que T =P 'MP .

Exercice 70. IMT *

In(n
1. Déterminer la nature de la série Z Q
n

n
In(k)
2. On pose, pour tout n € N*, ¢, =
pose, p n ; -
Déterminer un équivalent de ¢,, quand n tend vers +o0.

13



2.2 Exercices moins faciles

Exercice 71. CCINP **

Soit E un espace euclidien de dimension n > 3.

Soit (a,b) une famille libre de vecteurs unitaires.

Soit f :x € E — (alz)a + (x|b)d.
Montrer que a + b et a — b engendrent des sous espace orthogonaux.
Montrer que f est un endomorphismes symétrique.
Déterminer le noyau et I'image de f, préciser leurs dimensions.
Calculer f(a +b).

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

SANE I S

Exercice 72. CCINP **
+o00 e—t itocd
Onposef:xH/ —e"dt.
0 Vit

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f et calculer ensuite f.
+oo
Remarque : on pourra utiliser le fait que / e tdt = /.

—0o0

Exercice 73. CCINP **

n
Pour X € R™ on définit [| X[, = VXTX = | > a7
k=1

1. Soit A € M, (R), montrer que AT A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
positives.

2. On considere sur M,, (R) la norme |||.||| subordonnée a || ||,.
(a) Rappeler la définition de cette norme ||].||].
(b) Soit A € M,, (R), montrer que |[|A||| < max {\/a | a € Sp(ATA4)}.
(c) Soit A € M,, (R), montrer que |[|A||| = max {\/a | a € Sp(ATA4)}.

Exercice 74. CCINP **

On étudie 'équation M? + M = (1 1> d’inconnue M € Ms(R).

11
1. Montrer que si M vérifie cette équation alors M est diagonalisable.
2. Résoudre cette équation.

Exercice 75. IMT **
Calculer, pour tout n € N* et pour tout z € R le déterminant d’ordre n suivant :

1+22 —x 0 0
R
Ap(x)=1| o L. -z 0
: —r 1+2%2 -
0 0 —z 14 a?

14



Exercice 76. IMT **
+oo (_1)k—1

1
Montrer que / 2*dx = Z E
0 k=1

Exercice 77. CCINP **
Soit f : x +— ch(x)cos(z)
1. Sans expliciter le développement en série entiére montrer que f est développable en série
entiére et donner le rayon de convergence.

+o0
2. On note f(z) = Z anz”.
n=0

Donner ag, a1, as, as.
3. Calculer ) et montrer que f vérifie une équation différentielle a coefficients constants.

4. Calculer a4 puis trouver une relation de récurrence sur les a,.
Expliciter le développement en série entiére de f.

Exercice 78. IMT **

On considére une urne comportant 3 boules blanches et 7 boules noires. On fait une succession
de tirage avec remise. On note X la variable aléatoire qui correspond au rang d’apparition de la
premiére boule blanche.

1. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. On note Y la variable aléatoire qui correspond au rang d’apparition de la troisiéme boule
blanche. Donner la loi de Y

Exercice 79. IMT **
On définit 'endomorphisme 7' de C[X] par T': P+ (=3X + 8)P + (5X? + X)P' — 2(X3 —
X2)p".
1. Soit P de de degré n € N, déterminer le coefficient de degré n+ 1 de T'(P). En déduire que
tous les vecteurs propres de T' ont méme degré.

2. Montrer que C3[X] est stable par T et donner la matrice canoniquement associé a 1’endo-
morphisme de C3[X] induit par 7T

3. Déterminer les valeurs propres de T et préciser les dimensions des sous-espaces propres
associés.

Exercice 80. IMT **

1. Soit une série numérique E ,noncer une condition nécessaire sur la suite (uy)nen pour
Un,
que la série g converge. Justifier ce résultat.
Un,

2. La condition précédente est-elle suffisante 7 Justifier.

3. Etudier, en fonction des réels a et b la nature de la série Z ou, pour tout n € N, u,, =

Un

Vn+ayn+1+byn+ 2.
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Exercice 81. IMT **

1. Rappeler la définition de la convergence uniforme d’une suite de fonctions ( f,,)nen et énon-
cer le théoréme de continuité des suites de fonctions.

1—2"

1+an

(a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de (f,)nen sur R

2. Pour tout n € N soit f,, : x —

(b) Etudier la convergence uniforme de (f,)nen sur [a, +oof ott a > 1.

Exercice 82. IMT **

On lance n fois une piéce ayant la probabilité p €]0, 1] de faire pile.

On note X le nombre de piles effectués et Y le nombre de lancers identiques au premier
(celui-ci compris).

1. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer la loi de Y.

4. Déterminer la fonction génératrice de Y, en déduire son espérance et sa variance.

Exercice 83. IMT **
Soit A € M,, (R) telle que A3 = A2 + I,, montrer que det(A) > 0.

Exercice 84. IMT **

oo dt
On pose u, = /0 m

. Quels sont les entiers n pour lesquels u,, existe?

—_

2. Déterminer lim (uy).
n—+oo

w

. Montrer que la série E uy, diverge.

W

. Montrer que la série Z (—1)"u, converge et exprimer sa somme comme une intégrale.
Exercice 85. CCINP **
Soit E un espace euclidien

1. Soit u € S(E) tel que, pour tout z € E, (u(x)|x) = 0, montrer que u = 0.

2. Soit p un projecteur de E, montrer que p € S(F) si, et seulement si, p est un projecteur

orthogonal.
3. Soient uy,...,u, dans S(E) tels que, pour tout « € E, (ui(z)|z) + - - + (uq(x)|z) = (z|z)
et pour 7 # j u; o uj = 0. Montrer que u,...,u, sont des projecteurs orthogonaux.

Exercice 86. CCINP **
Soit E un espace euclidien et soit u € O(E), on pose F = ker(u — Id) et G = ker(u? + Id).
1. Montrer que G est stable par u

2. Montrer que F' et G sont orthogonaux.
On suppose désormais que le polynéme P = (X — 1)(X?2 + 1) annule u.

3. L’isométrie u est-elle diagonalisable ? trigonalisable ?

4. Montrer que F = F @G et préciser la forme de la matrice de v dans une base orthonormale
de E adaptée a cette somme directe.
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Exercice 87. Mines-Pont **
—+oo

Résoudre I'équation Z(Sn +1)%2" = 0.
n=0

Exercice 88. Mines-Pont ** /( ) ® " .
x5 (t) = —x1(t) + 3z2(t) + €
Résoudre le systéme différentiel .
Y { L(t) = —221(t) + da(t)

Exercice 89. CCINP **
Soit A € M,, (R) une matrice p—nilpotente (ot p € N*).

1. Montrer que A™ = 0.
2. Montrer que det(A + I,) =1

3. On considére une matrice M € GL,(R) qui commute avec A.

Montrer que det(A + M) = det(M).
L’égalité précédente est-elle vraie pour toute matrice M inversible ?

L’égalité précédente est-elle vraie pour toute matrice M qui commute avec A7
Exercice 90. CCINP oK
-1
Soient F': ‘T'_)Z ) etC :c'—>z

n=1

1. Déterminer les ensembles de deﬁnltlon de ces fonctions.

2. Etudier les convergence normales et uniformes des séries de fonctions considérées sur
10, +00] pour F et sur |1,+o00] pour (.

3. Prouver que F' et ¢ sont continues sur leurs ensembles de définition.

4. Déterminer une relation entre F' et (.
1

r—1 35—1

5. En déduire que ((z) ~

Exercice 91. CCINP **

1. Soit la matrice réelle A = <2 8)

Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, ab > 0 ou a = b = 0.

2. Soit n un entier pair non nul, soient des réels ai,...,a, et soit la matrice A définie par
0 -+ 0 ay
Al s 20
0 as / .
ag 0 - 0

Soit u I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.
(a) Déterminer des sous-espaces de R™ de dimension 2 stables par w.

(b) Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, pour tout k € [1,n],
axOn+1—k > 0 ou ag = ap41— = 0.
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Exercice 92. CCINP **
Soit une suite (ap)nen vérifiant ag > 0 et, pour tout n € N, a, 11 = In(1 + ay,,).

1. Etudier la convergence de la suite (an)nen-

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g anpx’.
. Déterminer la nature de la série g (—1)"ay,.

3
4. Déterminer la nature de la série Z Qn,.
1

Gn+41 Gn

Indication : on pourra chercher un équivalent de

Exercice 93. CCINP **
Soient X et Y deux variables aléatoires entiéres dont la loi conjointe est donnée par

. . ] )\—je*”‘ si 1<g
P(X =14Y =j) = i) =7
0 si i1>7
1. Déterminer les lois marginales de X et Y ainsi que leurs espérances et variances.
2. Soit j € N, déterminer la loi de X sachant [Y = j].

Calculer son espérance et sa variance.
3. Calculer la covariance de X et Y.
4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
Exercice 94. CCINP **
Pour z € R et n € N* on pose f,(z) =

On note S la somme de la série Z fn-

In(1 + n%a?)
n3 '

1. Montrer que S est définie sur R.
2. Montrer que S est de classe C! sur R et donner S’(z) comme somme d’une série.

3. Montrer que S est deux fois dérivable sur R* .

Exercice 95. CCINP **

—1)n
Pour tout n € N* et pour tout € R, on pose u,(z) = (Vi

n

e—(ntl)z
1. Etudier les convergences simples, uniformes et normales de E Uy sur Ry.

+oo
2. On pose S = Zun et F:xw— e*S(x).
n=1

Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(z).
3. Déterminer la limite de F' en 400 puis en déduire F'(z) et S(x).

Exercice 96. CCINP **

+00 i
sin(t
1. Montrer que / mt()dt converge.
0
+00 :
sin(?
2. On pose [ :x »—>/ e‘rtlr;()
0

Montrer que f est définie sur R...

dt.
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3. Montrer que f est C' sur R* et calculer f/(x), pour tout z € RY.

. . too L sin()
4. On admet que f est continue en 0, déterminer la valeur de / e v Tdt.
0
5. Ajout de M. Denizet pour les plus ambitieux : montrez la continuité de f en 0.

(Cette question est nettement plus difficile que les précédentes.)
Exercice 97. IMT **

“+oo
. 1
Soit f:x — g h(nz)’
n=0

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
3. Déterminer un équivalent de f(x) quand z tend vers 0 par valeurs inférieures.

Exercice 98. IMT **
Soit f € C([a,b],R) ot a < b;

b
1. On suppose que / f(t)dt = 0, montrer que f s’annule au moins une fois sur [a, b].
a

b b
2. On suppose que / ft)dt = / tf(t)dt = 0, montrer que f s’annule au moins deux fois
a

sur [a, b]. ‘

3. Généraliser.

Exercice 99. IMT **

2 1 2
Soit A= 1 0 0
-1 11

1. A est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que A est semblable & T =

S O =
O = =
_= = O

3. Calculer A™ pour n € N*.
Exercice 100. IMT **
On note D,, 'ensemble des matrices diagonales de M,, (R).
1. Montrer que D,, est un sous-espace vectoriel de M,, (R) et déterminer sa dimension.

2. Soit M € D, a coeflicients diagonaux distincts deux-a-deux.
Montrer que (I, M, ..., M" 1) est une base de D,,.

) -1 0 11
3. SmentA—(O _2> etB—<0 2>.

Déterminer si A, B et A+ B sont diagonalisables.

4. L’ensemble des matrices diagonalisables de M,, (R) est-il un sous-espace vectoriel de M,, (R) ?
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Exercice 101. IMT **
™ . )
On pose u1 = 5 et, pour tout n € N*| w, 1 = sin(uy,).

1. Montrer que (uy)nen+ est bien définie et étudier sa convergence.
2
U
2. Soit a € R, montrer que ug | = ug <1 - ocF" + 0(u%)>

3. Montrer que la série Z ui diverge.

4. Quelle-est la nature de la série Z Uy T

Exercice 102. IMT **
Soit f une application de R? dans R différentiable sur R2.
1. On suppose que, pour tout (z,y,t) € R, f(x +t,y+1t) = f(z,y).
Monter que Oy f + dof = 0.

2. Etudier la réciproque du résultat précédent.

Exercice 103. IMT **
b1

Pour z €] — 1, 400[, on pose I, = /0 mtwdt.

1. Montrer que I, est bien défini pour tout x €] — 1, +o0[.
2. Calculer I, pour tout x €] — 1, 4o0][.

Exercice 104. IMT **

+00 o3 —t
Soit f :x »—>/ sm(a:tt)edt
0

1. Déterminer I'intervalle de définition de f.

2. Montrer que f est C! et calculer f’.

3. Donner une expression simplifiée de f.
Exercice 105. TPE/EIVP **

Soit @ un vecteur unitaire d’un espace euclidien F.

Pour A € Ron pose fy:x € E— x+ A(z|a)a.
On pose A = {f\|X € R}.

1. Montrer que A est stable par composition et que la composition y est commutative.
2. Soient A € R et p € N,calculer f}.

3. Montrer que f) est injective si, et seulement si, A # —1. Qu’est-ce que f_1 7

4. Montrer que fy € O(E) si, et seulement si, A € {0, —2}. Qu’est-ce que f_o7?

Exercice 106. TPE/EIVP **
Soit E un espace euclidien de dimension supérieure ou égale & 2 et soit (x,y) € E? tel que

2
y# 0,z #yet (zly) = [yl
Montrer qu’il existe un unique hyperplan H de E tel que py(z) = y ol py est le projecteur
orthogonal sur F.
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Exercice 107. TPE/EIVP **
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, 7, P).

On suppose que X (2) = N et on note Gx la fonction génératrice de X.
1-G
1. Montrer que, pour tous r €]0,1[ et n € N*, P(X > n) < 1Xn(r)
—r
2. Etudier le cas d’égalité.

Exercice 108. Mines-Pont **
Déterminer toutes les matrices M € M, (K) qui commutent avec toutes les matrices de
permutation.

Exercice 109. CCINP **

Soient X1,...,X, (ou n > 2 ) des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de
parametre p €]0, 1] .
X1
Onpose X = : | et M =X x XT.
Xn

1. Déterminer les lois de probabilité de rg(M) et de Tr(M).

2. Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projection.

3. On se place dans le cas ot n = 3, on pose V = (i) et Y =VTMV .

Calculer I'espérance et la variance de Y.
Exercice 110. CCINP **
Soit D = {(z,y) € (Ry)?*[1 —2 —y >0} et soit f: (z,y) — ay(l —z —y) .
1. Représenter le domaine D. D est-il ouvert 7 D est-il fermé ?
2. Montrer que f admet un maximum sur D et déterminer ce maximum.
Exercice 111. CCINP **

Soit n > 2 et soit f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & la matrice A définie
par :

1 si j=leti>2
;5 = 1 si j=neti<n-—1
0 sinon

1. Quels sont les rangs de A et A2 ?

2. Montrer qu'il existe une base C de R" et une matrice B € M3 (R) telle que :

_ (00 heis S S 2
mcat(f) = (0 B)' Préciser les traces de B et B~.

3. Quel est le spectre de B? f est-il diagonalisable ?

Exercice 112. CCINP **
1 2 0

Soit A= | -3 —4 —6| et soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
2 2 5

1. Déterminer ker(f — Id) et ker(f — Id)>2.

2. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de R? stables par f.
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Exercice 113. CCINP **
Une piéce de monnaie A a la probabilité p €]0, 1[ de faire « pile ». Une piéce de monnaie B a

la probabilité 1 de faire « pile ». On lance la piéce A jusqu’a faire pile et on appelle N le nombre
de lancers effectués. On lance alors N fois la piéce B et on note X le nombre de piles effectués.
1. Quelle est la loi de N ?
2. Soit n € N* | déterminer la loi de X sachant [N = n].

3. Déterminer la loi de X.

Exercice 114. CCINP **

In(1 4 na?
On pose, pour tout n € N* et pour tout x € R, u,(z) (1+ )

T n2 In(1+n)’
On note S la somme de la série Z Uy, -
1. Déterminer ’ensemble de définition D de S.

2. Montrer que S est dérivable sur D.
Exercice 115. CCINP ** .
Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs, on pose S,, = Z uy, et v, =
k=0

Un
Sn
1. Montrer que si E Uy, converge alors E v, converge.

2. On suppose que Zvn converge.

n

(a) Montrer que : Vn € N*, H(l — ) = il
k=1 Sn

(b) La série de terme général In(1 — v,,) converge-t-elle ?

(¢) Quelle est la nature de la série Z Up 7

Exercice 116. CCINP ** .

Pour tout n € N* on pose f, : x €|n, +o00[— Z
k=0
On fixe par ailleurs un réel strictement positif a.

1
x—k

1. Soit n € N*, étudier les variations de f,, et montrer que I’équation f,(z) = a admet une
unique solution que 1’on note désormais .

2. Déterminer ngrfoo (fun(n+1)) et ngrfoo (o).

an+1 dt Qn dt
3. Montrer que : Vn € N*,/ 3 <a< / —
o

ap—"N n—n—1 t

T
4. Déterminer lim (—n) )
n——+oo n

Exercice 117. CCINP ** .
Soient n € N\ {0,1} et f : P € Ry[X] = 5 (X* = )P"(X) - XP'(X) + P(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].

2. On suppose, dans cette question uniquement, que n = 3.
Déterminer la matrice canoniquement associée & f.

Montrer que f est un projecteur, préciser son noyau et son image.
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3. Déterminer une base de ker(f) et montrer que
Im (f) = (P € Ra[X] | P/(1) = P'(~1) = 0} .
4. Déterminer les valeurs propres de f.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
Exercice 118. CCINP **
Soit a € R% et soit & = {f € C'(R,R) | f paire et Vo € R, f'(z) = f(a+z)}.
1. Soit f € &,.
Montrer que f est de classe C*™ sur R et que f + f” = 0.
2. Déterminer &,.
3. Déterminer F, = {f € C'(R,R) | f impaire et Vz € R, f'(z) = f(a + z)}.

Exercice 119. CCINP **
1

10
Soit u € L(R?) canoniquement associé a la matrice A= [ -1 2 1
1 01

Donner I’équation cartésienne d'un plan de R? stable par u.

Exercice 120. CCINP **
Soit un espace euclidien E sur lequel le produit scalaire est noté ( | ) et la norme est notée
|| ||. Soit p un projecteur non nul de E.

1. Justifier 'existence de la valeur M, = max ||p(z)]|.
z€E,||z]|=1

2. On suppose qu’il existe (z,y) € ker(p) x Im (p) tel que (z|y) # 0.
Montrer qu’il existe ¢ € R tel que ||p(z + ty)| > ||z + ty]|-

3. Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, M, = 1.

Exercice 121. CCINP **

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomorphisme de E admettant
n valeurs propres distinctes. Soient wvq, ..., v, des vecteurs propres de f relatifs & ses n valeurs
propres distinctes, et soit w = vy + - - - + vy,

1. Montrer que la famille (fk(w))ke[[07n,1]] est une base de E.
2. Montrer que 'ensemble F' des polynémes en f est un sous-espace vectoriel de £ (E) dont

(fk)k’eﬂ(),n—l]] est une base.

Exercice 122. CCINP **
Soit £ = C(R,R).
Soit F' I’ensemble des fonctions de R dans R développables en série entiére sur R.
Soit G I’ensemble des fonctions g de R dans R telles que :

3f € F tel que Vo € R, g(z) = 2* f(x).

Enfin, on note H ’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 3.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de F', lequel est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que H est sous-espace vectoriel de F' et que G et H sont supplémentaires dans F'.
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3. On note p le projecteur de F' sur H parallélement a G.
e’ —1

Soitf:x+—>{ T

1 si =0

: *
siveRY .

Montrer que f € F et déterminer p(f).

Exercice 123. IMT **
Déterminer tous les polynomes P de R;[X] tels que (1 — X)* divise P(X) + 1 et (1 + X)4
divise P(X) — 1.

Exercice 124. IMT **

Soit E' un R—espace vectoriel de dimension 7.

On appelle « systéme générateur positif » de F toute famille de vecteurs qui génére tous les
éléments de E et tel que tous les éléments de E peuvent étre générés par ce systéme en utilisant
uniquement des coefficients positifs.

Montrer que F admet au moins un « systéme générateur positif » et que tout « systéme
générateur positif » est de cardinal strictement supérieur a n.

Exercice 125. Mines Ponts **

1. On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n. On tire toutes les boules
sans remise. Déterminer la probabilité d’obtenir la boule numéro 1 au k —iéme tirage.

2. A présent, on considére qu’il y a m boules rouges parmi les n, et n — m boules blanches.
Déterminer la probabilité de tirer une boule rouge au k—iéme tirage.

Exercice 126. Centrale **

1
On pose, pour tout n € N, a,, = / t"v/1 — t2dt.
0
1. Montrer que la suite (ay)nen est décroissante et qu’elle tend vers 0.
n+1

2. Montrer que, pour tout n € N, ay10 =
n

ﬁa"’ en déduire un équivalent de a,a,+1 puis

un équivalent de a,,.

+o00 1 1+¢ +oo 1 1+
3. Mont : = ——dt et -1)"a, = —dt.
ontrer que nz_:oan /0 ”1—t e queg_:o( )anp /0 Ul—i—t

“+oo
4. Calculer Z aon .
n=0
Exercice 127. Centrale **
On lance une piéce de monnaie équilibrée une infinité de fois.
On considére les événements :
Py, : "obtenir pile au k-iéme lancer"
F}. : "obtenir face au k-iéme lancer".
On note :
L1 la variable aléatoire comptant le nombre de lancers dans la premiére série de lancers
identiques ;
Lo la variable aléatoire comptant le nombre de lancers dans la seconde série de lancers iden-
tiques.
Par exemple, si la suite des lancers est PPFFFPFP. .. alors Ly =2 et Ly = 3.

1. (a) Calculer PL; = k en exprimant 'événement [L; = k] a l'aide des P; et des F;.
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(b) Calculer G, (t) et en déduire I'espérance de L;.
(c¢) Calculer PLy = . Est-ce-que Lj et Lo suivent la méme loi?

2. A présent, on effectue seulement n lancers consécutifs de pile ou face, avec n > 2. La variable
L; est toujours définie de la méme fagon (par contre, Ly n’est pas toujours définie).

(a) Calculer PL1 =net PLy =k pour 1 <k <n.

n—1
(b) Caleuler »  ka*.
k=1
(c) Calculer E (L) en fonction de n.

Exercice 128. Centrale **

Soit S : *—>+§(_1)n
O1 L _On!($+n).

1. Montrer que S est définie et continue sur R* .

N

Calculer S(1) et déterminer la limite de S en +o0.
1
Montrer que, pour tout z € R, zS(z) — S(x +1) = —.
e

Déterminer un équivalent de S(x) quand z tend vers 0.

ot W

Déterminer un développement asymptotique de S & 'ordre 3 en 4o0.

2.3 Exercices plutot difficiles

Exercice 129. CCINP ***

. . x
Soit E un espace vectoriel normé, on pose f :x € F — THH
x

1. Calculer ||f(x)|| pour x € E.

2. Montrer que f est bijective de E dans B,(0,1).

3. Montrer que f est lipschitzienne.
Exercice 130. CCINP ***

Soient X et Y deux VAD, indépendantes suivant une loi géométrique de méme paramétre
p €]0,1[.

On pose U = min(X,Y) et V =|X - Y|

1. Montrer que, pour tout n € N*, P(X >n) = (1 —p)" L.

2. En déduire que U suit une loi géométrique dont on déterminera le paramétre; préciser
I’espérance de U.

3. Donner la loi de V' et son espérance.
4. Montrer que U et V sont indépendantes.
Exercice 131. Mines-Pont ***

Soit A un anneau commutatif, un idéal I de A est dit premier lorsque :
V(a,b) € A2, abcI=acloubel.

1. Déterminer les idéaux premiers de Z.

2. Soit P irréductible dans K[X]. Montrer que P.K[X] est un idéal premier.
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3. Un idéal I de A est dit maximal s’il est distinct de A et si tout idéal J de A qui contient
I est égal a I ou & A.

Déterminer les idéaux maximaux de Z
4. Montrer que tout idéal maximal est premier.
Exercice 132. CCINP ***
Soit E 'équation fonctionnelle suivante : f'(2z) = —2sin(z) f(x)
1. Déterminer une solution particuliére a F.
2. On pose f(0) = A. Calculer, pour tout n € N, f(")(O).
3. Montrer que toute solution de E est égale a la somme de sa série de Taylor en 0.
4. En déduire '’ensemble des solutions de F.

Exercice 133. CCINP ***
Soit E un espace vectoriel et soient p et ¢ deux projecteurs de E tels que Im (p) C ker(q).

1. Montrer que Im (p) N Im (¢) = {0}.
2. On considére r = p+g—pogq, montrer que r est le projecteur sur Im (p)@®Im (q) parallélement
a ker(p) Nker(q).
Exercice 134. IMT ***

Soit A = (_01 _11>, on cherche a résoudre exp(M) = A dans My (C).

1. Montrer que si M est solution alors M admet une unique valeur propre et que celle-ci est
de la forme ikm ol k € Z. Préciser une condition nécessaire sur k.

2. Montrer que si M est solution alors M est triangulaire.
3. Conclure.

Exercice 135. Mines Pont ***
Soient A et B deux matrices de M,, (R) symétriques et a valeurs propres positives.

1. Montrer qu’il existe une matrice R symétrique et a valeurs propres positives telle que
R?>=A.

2. On suppose pour cette question que A est inversible, montrer que R"'BR™! est symétrique
& valeurs propres positives.

3. Montrer que det([,, + B) > 1 + det(B).

4. Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).

Exercice 136. TPE/EIVP ***

Soit n > 3 et soit G le groupe des éléments inversibles de Z/2"Z.

1. Quel est le cardinal de G'?

2. Montrer que 52" " =271 41 [27].

3. En déduire l'ordre de 5 dans G.

Exercice 137. TPE/EIVP ***
Soit E un espace euclidien de dimension supérieure ou égale a 2 et soit (x,%) € E? tel que

2
y# 0,z #yet (zly) = [ly]".
Montrer qu’il existe un unique hyperplan H de E tel que py(z) = y ol py est le projecteur
orthogonal sur F.
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Exercice 138. TPE/EIVP ***
Pour tout n € N* et pour tout € Ry, on pose u,(x) = arctan (v/n + z) — arctan (y/n).
+oo
1. Etudier I'existence et la continuité sur R, de S = Z Up,.

n=0
2. Déterminer la nature de Zun(n)
3. En déduire la limite de S en +o0.

Exercice 139. Mines-Ponts ***

1
1. Soit ¢ € C([0, 1], R), on suppose que : Vn € N,/ t"o(t)dt = 0.
0
Montrer que ¢ = 0.

+o0
2. Soit f € C([0,+oc[,R), on suppose f intégrable sur R et Vo > 0,/ f(t)e "dt = 0.
0
Montrer que f = 0.

Exercice 140. Mines-Ponts ***

Soient A € M,, ,(R) et B € M,, 1(R), on suppose rg(A) = p.
1. Montrer que AT A est inversible

2. Soit X € M, 1(R), montrer que :
|AX — Bl||2 est minimale si, et seulement si, X = Xg ott Xg = (ATA)"1ATB.

Exercice 141. Mines-Pont ***

+oo o
Soit f:x e
! ;:1 1+ nizt

1. Etudier la continuité de f sur R* ainsi que sa limite en +oo.

2. Etudier la continuité de f en 0.

Exercice 142. Mines Ponts ***

On considére un entier naturel non nul N et n un entier naturel inférieur & N.

On considére un jeu a deux joueurs, A et B.

Le joueur A posséde initialement n billes et le joueur B en posséde N — n.

Une partie se joue en manches successives. Si un joueur perd une manche, il doit donner une
bille & I’autre. La partie se termine quand un joueur posséde les N billes, ce joueur étant alors
déclaré gagnant.

Le joueur A remporte chaque manche avec une probabilité p €]0, 1].

Déterminer la probabilité que A gagne.

Exercice 143. Mines Pont ***
Soient F et I’ deux espaces vectoriels de dimension finie sur C.
Solent f € L(E,F),ue€ L(E)etve L(F) telsque f#0et fou=wvo f.

On note m, et 7, les polynémes minimaux de u et v.
1. Montrer que 7, et m, ne sont pas premiers entre eux.
2. On suppose f injective montrer que 7, |m,.

3. On suppose f surjective montrer que 7, |m,.
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Exercice 144. Mines Ponts ***

Déterminer les natures des séries Z / cos(t e tdt et Z / cos(t

Exercice 145. Mlnes Ponts ok

cos(t
Soit f : x+—>/ 2—|—t2

1. Montrer que f est définie et continue sur R .
2. Soit g : z — xf(x).
(a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 (on pourra utiliser un changement
de variable).
En déduire un équivalent simple de f en 0.
(b) Montrer que g est de classe C? sur R* et que ¢” = g puis que ¢’ = —g.
+oo tsm(t) _ e x cos(t) -

dt ==
2% + 2 0 it Tt

(c) Montrer que : Vo € R

Exercice 146. Mines Ponts ***
Soit une matrice A € M,, (R) telle que A% = AT A.
Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C).

Exercice 147. Mines Ponts ***
. . . T In(t) .
Montrer I'existence et I'unicité d’un réel x tel que l'intégrale / Wdt soit conver-
0 €
gente de valeur nulle.
*okk

Exercice 148. Mines Ponts
Soit (€2, A, P) un univers probabilisé.
Soient A et B des événements quelconques.
Onnote =P (ANB),y=P(ANB),z=P(ANB)ett=P(ANB).

1. Exprimer a = P(AN B)—P (A) P(B)???7 comme un polynémes en x,y, z, t (ce polynéme
doit étre de degré 1 en chacune de ses variables).

1
2. En déduire que |a| < 7

Exercice 149. Mines Ponts ***

Soit n € N*  on rappelle qu’une partition de &, = [1,n] est un ensemble de parties de &,
non vides, deux-a-deux disjointes et de réunion égale a &, .
On note p, le nombre de partitions de &, pour n € N*, et on pose py = 1.

n
n
1. Montrer que : Vn € N, p, 11 = Zpk (k:)
k=0
2. Soit f la somme de la série entiére Z p—?x” dont on note R le rayon de convergence.
n

Montrer que R > 1 et calculer f(z) pour.x €] — R, R].
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Exercice 150. Centrale ***

Soit I'équation différentielle (F) : z%y” (z) + 62y (z) + 4y(z)

T 142
1. Résoudre I'équation homogéne associée a (E) sur R* et sur R* en cherchant d’abord des
solutions sous la forme x +— ™ .

1
2. Résoudre I'équation (E) sur ] —5 0[ et sur |0, +ool.
3. Montrer que (F) admet une unique solution développable en série entiére sur 33

1
4. Résoudre I'équation (E) sur ] —5 +0o0 [

Exercice 151. Centrale ***

/
Soit f une application de R dans R* | telle que lim (@) =LeR.
T—r+00 f(x)

1. Supposons que L > 0, donner la nature de la série de terme général f(n).

2. Supposons que L < 0, donner la nature de la série de terme général f(n).

!
J;((x)) ~ % ona =# —1, discuter la nature de la série de
) x40 I

3. Supposons que L = 0 et que
terme général f(n).

Exercice 152. Centrale ***

| =

. 1 =
Pour un entier non nul n, on pose u, = ——— et H, = Z
S
k=1

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.
2. Montrer que : lim (Hapt1 — Hy) =1n(2)
n——+00
3. En déduire la somme totale de la série de terme général u,,.
Exercice 153. Centrale ***
On considére un espace euclidien E, on note S§’'(E) I'ensemble des endomorphismes symé-
triques de E dont toutes les valeurs propres sont positives.

1. Soit f € S(E), montrer que ker(f) et Im (f) sont supplémentaires orthogonaux.
2. Soit f € S(F), montrer que :

feS(E)&eVzeE (f(z)z) >0.

3. Soient f et g dans 8'(F), montrer que :
i. ker(f + g) = ker(f) Nker(g)
ii. Im (f +g) =Im(f)+Im(g)

Exercice 154. Centrale ***

Soit, pour tout entier n, un:\/n—k\/n—l—i—\/--'—i—\/l—i—\m.

1. Donner ug, u1, uo et us.

2. Expliciter, pour n € N*, une relation simple entre u,, et u,_1 .
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3. Donner un équivalent puis un développement a 2 puis 3 termes de u, quand n tend vers
+00.

Exercice 155. Centrale ***
= In(k) "1
On pose, pour tout n € N*, S, = ; (—1)* . et u, = ]; 5 In(n).

1. Déterminer la nature de la suite (.Sy,)pens-

2. Montrer la monotonie et la convergence de la suite (uy,)nen+ ; on en note v la limite.

"1 & In(k)
3. Montrer que : ¥n € N*, Sy, = In(2) Z 7 Z e
k=1 k=n+1
2n
* In(k) 1 2 2
4. Montrer que : Yn € N ,k_ZH =3 (In(2n)* — In(n)*) + nﬁoJroo(l).

5. En déduire la valeur de la limite de (S),),en+ en fonction de ~.

Exercice 156. Centrale ***

n 1
0 0
n+1 n+1
1 n—1 \/T
n+1 n n
On pose dg = 1 et, pour tout n € N*, d,, = 0 _\/T 0
n
1
3
1 1
0 0 —4/= =
3 2

1. Calculer dy et do, puis déterminer une relation simple liant d,,, d,_1 et d,_o.

2. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére E d,x" est supérieur ou égal a

1.
3. On note S la somme de la série entiére Z dpx™.
1—e7"
(a) Montrer que : Vo €] — R, R[\ {0}, S(z) = wi—a)

(b) Déterminer R ainsi que d,, pour tout n € N.

Exercice 157. Centrale ***
Soit N un entier naturel supérieur ou égal & 2. On considére un dé & N faces, numérotées
de 1 & N. L’expérience consiste & lancer le dé tant que le numéro de la face est supérieur ou
égal a celui obtenu au lancer précédent. Si le numéro est strictement inférieur & celui du lancer
précédent, on arréte les lancers. On note alors X la variable aléatoire qui compte le nombre de
lancers (sans compter le dernier) si 'expérience s’arréte, et vaut 0 si 'expérience ne s’arréte pas.
On se munit d’un univers probabilisé (2, A, P).
1. Soit (k,n) un couple d’entiers naturels non nuls.
Quel est le nombre de k—uplets d’entiers (x1,...,xg) telsque 1 <z <z < ... <z <n?
n+k—1

k
d’entiers tels que 1 < z1 < a9 < ... < a1 <n.

En déduire que T*F = < > ot T est défini comme le nombre de k-uplets (z1, . . ., zy)
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2. Quelle est la probabilité que I'expérience ne s’arréte pas?

3. Déterminer la loi de X.

Exercice 158. Mines Ponts ***
Soient A et B deux matrices symétriques réelles vérifiant A3 = B3.
Montrer que A = B.

Exercice 159. Mines Ponts ***

Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque, et v un endomorphisme de E tel qu'il
existe P annulateur de u avec P'(0) # 0.
Montrer que E = ker(u) + Im (u).

Exercice 160. Mines Ponts ***

1. Soit A une matrice inversible réelle. Exprimer le polynéme minimal de son inverse en
fonction de celui de A.

2. Soit A une matrice orthogonale réelle dont 1 et -1 ne sont pas valeurs propres.
Montrer que son polyndéme minimal est égal a celui de son inverse et que son degré est pair.

2.4 Exercices difficiles

Exercice 161. Centrale ****

On se place dans M,,(R) muni de sa structure euclidienne canonique.
On note F l'espace engendré par SO, (R).

1. Déterminer F dans le cas n = 2.
2. On se place désormais pour n > 3.
(a) Montrer que la seule matrice diagonale dans F= est la matrice nulle.

(b) Soit A € F' et soit B une matrice antisymétrique, montrer que, pour tout ¢ € R,
(exp(tB)|A) = 0.
En déduire que A est symétrique.

(¢) Déterminer F .

Exercice 162. Mines Ponts ****

Soit ¢ € F(R,R) telle que Y(z,y) € R%, ¢o(x +y) = o(z) + »(y) et ¢ est bornée sur un
voisinage de 0.
Montrer que ¢ est linéaire.

Exercice 163. Centrale ****
1. Rappeler quelle est la limite de la probabilité d’une suite décroissante d’événements.
2. Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes sur un méme espace proba-

1
bilisé (€2, 7, P) suivant chacune une loi de Bernoulli de probabilité 3
1 n
) T, = — 2X; —1).
n pose - kgl (2Xp —1)
Montrer que E (n4Tﬁ) =3n%-2n
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1 n
3. Montrer qu’il existe un événement négligeable A tel que ( ZX k) converge sim-
n
neN*

1
plement sur Q \ A vers la variable aléatoire constante 3

Exercice 164. Centrale ****

Soit x € R% , on définit (u,(x))nen par :
uo(z) = 2, Unp1(x) = un(2)? + up(z)

In(un(2))
2n )
1. Etudier les variations et la limite de la suite (u,(z))nen.

On pose : Vn € N, v, (x) =

Calculer ug(x), u1(z), u2(x).

2. Montrer que Z (Un41(x) — vp(z)) converge.
1
En déduire qu’il existe a(z) € R tel que a(z) — vy (z) =0 <2n>
3. En déduire un équivalent de u,(z) en fonction de a(x).

4. Montrer que la fonction x — a(x) est continue sur R .

Exercice 165. Centrale ****

Soit E' un C-espace vectoriel normé de dimension finie sur lequel la norme est notée || ||.
On définit, pour tout f € L (E), N(f) =sup{||f(z)|| | z € E, ||z| = 1}.
Soit G un sous-groupe de GL (E) tel que : Vg € G, N(g — Id) < 1.

1. Soit g € G, montrer que Sp(g) C U puis que Sp(g) = {1}.
2. Montrer que G = {Id}.

Exercice 166. Polytechnique ****

Onsefixeag>0et 0 <r < 1.

1. Montrer qu’il existe une unique suite (a,)nen strictement croissante telle que, pour tout

n € N, on ait :
4nt1 1 + cos(t) 1
dt = )
/a t n+r

2. Quelle-est la limite de la suite (an)nen?
3. Montrer qu’il existe un unique ag tel que a,, soit équivalent a n.
Exercice 167. ENS ****

On considére une famille (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et a

valeurs dans Z.
n

Pour tout n € N*, on note S,, = Z X et V, le nombre de valeurs distinctes que prennent

k=1
S1,852,...,8, i.e. Vi, = card {S1,..., S0}
1. Montrer que, pour tout n € N*, P (V.41 =V, +1)=P([S1 #0]N---N[S, # 0]).

2. Montrer que : lim (E(V")> =P (ﬁo (S, # 0])

n—-+oo n

n=1
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Exercice 168. ENS ****
Soit B = {f € C*([0,1], B) | /(0) = f(1) = 0}.
Soit @ € R, pour tout f € E, on pose No(f) = ||f" + af] -

1. Pour quelles valeurs de a, N, est-elle une norme sur E 7

1
2. On se place dans le cas ot @ < 0 et on pose ¢ : f — / f.
0
 est-elle continue pour N, ?

Exercice 169. ENS *¥**
Soit n > 2 et soient A et B dans M, (R).
On considére les propriétés suivantes :
i. Il existe n+ 1 réels distincts (t1,...,t,+1) tels que, pour tout ¢ € [1,n+ 1], det(A+t;B) = 0.
ii. Il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G de R"™ tels que A(F) C G, B(F) C G et
dim(F) > dim(G).
Montrer que ces propriétés sont équivalentes.
Indication : pour le sens direct on pourra montrer qu’en supposant i., A et B ne peuvent pas
induire des applications injectives sur H = Z ker(A +tB).
140
Exercice 170. ENS *¥**
Soit E un espace vectoriel normé
1. Soit K un compact de F, soit (fy)nen une suite de fonctions de K dans R et soit f une
fonction de K dans R. On suppose que, pour tout suite (,)peny € K N qui converge vers z

alors (fy(zn))nen converge vers f(z).

(a) Montrer que f est continue (on pourra d’abord montrer que pour tout suite (x,)nen €
KN qui converge vers z et pour toute fonction ¢ strictement croissante de N dans N,
alors fy(n)(zn) tend vers f(z)).

(b) Montrer que (fy)nen converge uniformément vers f.

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions de E' dans R Montrer que les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

i. Il existe une fonction continue f de E dans R telle que (fy)nen converge uniformément
vers f sur tout compact de F.

ii. Pour toute suite convergente (x,)neny € EY, la suite (f,,(2n))nen converge.

Exercice 171. ENS *¥¥*
On note P 'ensemble des nombres premiers.
Pour tout n > 2, on note g, = Card(P N [2,n]) et r, = H p.
pEP,p|n!

1. Montrer que, pour tout n € N, H < <2n7;|— 1> < 4"
pEPN[n+1,2n+1]
2. Montrer que r, = O (4™).
n—-+00
3. Montrer que ¢&* = O (ry).

n—-+00

4. En déduire que g, = O+ <1 ? )>
n——+o0o n(n
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Exercice 172. ENS ****

1. On note ¢ l'indicatrice d’Euler.

(a) Redémontrer que pour deux entiers m et n premiers entre eux on a p(mn) = p(m)p(n)
et rappeler la formule explicite de calcul de p(n) pour un entier non nul quelconque.

(b) Calculer Z o(d).

din

2. Pour tout n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs premiers de n, et on pose pu(n) égal a
(=1)% si n n’est divisible par aucun carré de nombre premier et 0 sinon.

(a) Montrer que pour deux entiers m et n premiers entre eux on a p(mn) = u(m)u(n).
. p(d)
b) Soit n € N*, calcul d) et —.
(b) Soit n cacuer;u()e dz y
n n

Exercice 173. ENS*##*
Soit f € C1([0,1],R) telle que, pour tout = € [0,1], (f(z), f'(z)) # (0,0).

1 /1
Déterminer lim (5/0 1|f(t)<5‘f'(t)|dt>.

6—0t

34



