CORRECTION DU SUJET X-ENS MATHEMATIQUES C 2017

Cette correction comporte certainement des erreurs et peut étre améliorer. Vous pouvez me
faire part de vos suggestions a ’adresse mpeh4@ free. fr. Serge Francinou.

I. Premiere partie : préliminaires

1) Comme f est continue sur [0,1] et © — x — |z | est 1-périodique, continue sur R\Z a
valeurs dans [0, 1], f est bien définie, 1- périodique et continue sur R\Z. Enfin si n € Z, on a
f(n™) = f(1) = £(0) = f(nT) = f(n ) et f est continue en n et donc finalement sur R.

2) Soit € > 0. La fonction f restreinte a [—1,1] est continue sur un compact donc uni-
formément continue par le théoreme de Heine. On prend n < 1 un module d’uniforme conti-
nuité de cette restriction pour €. Soit x,y € R, |z — y| < €. Supposons x < y et n = |y]. Alors
Yy =y—necl01]eta’ =x—nec|[-n 1[C [-1,1]. En particulier 2’ et ¥’ sont proches a moins
d’e et ils sont dans [—1, 1]. Il s’ensuit que

On en déduit que f est uniformément continue sur R

3) Ultra classique théoreme de Cesaro. On peut le démontrer en une ligne si on utilise le
théoreme de sommation des o : |zy — 2| = o(1) et 1 est le terme général positif d’'une série
divergente donc 320 |2, — 2| = o(N + 1)...

II. Deuxiéme partie : théoreme de Fejér et applications

L’intégrale de ej sur [0,1] vaut 1 si & = 0 et 0 sinon. Par linéarité de l'intégrale,

N
/KN_N+ %1

2) Pourn € N?
n 2n .
_ . 1-— €on+1 (fl?) __sin ((277, + 1)7mj)
k;n ) = enle) 12:; @@) = e-n(@) l—e(z) sinx ’

apres factorisation par le demi-angle. K est donc la partie imaginaire de

N ZT('J?

Z e(2n+l inx _ Z 217rx _
(N +1)sinmz £~ (N +1)sinmz (N+1)sinme 1 — e?im

n=0

ce qui donne par factorisation par demi-angle

W gin(N + 1)z
(N +1)sinmez  sinmzx

sin(N + 1)z
sin Tz

1
dont la partie imaginaire est bien N1 < ) : c’est le noyau de Fejér.



3) a. Par linéarité de I'intégrale,

oD@ = Y / F@)en(s — y)dy = / F()En(o — y)dy.

n=0 k=—n

1

b. Comme f(z) = / f(z)Kn(y)dy, on a en posant z =z —y
0

ox(f) (@)~ () = / " fa—2)Ka(z)de / F(2) K (y)dy = / (Fla—y)— F(2) Kn(y)dy,

car par invariance par translation (hors programme depuis 2014 me semble t-il ?), / flz —
z—1

1
2) K, (2)dz = / f(z — 2) Kn(2)dz puisque la fonction z — f(z — z) Kn(z) est 1-périodique.

0
4) a. Soit 6 < 1/2 un module d'uniforme continuité de f pour e. Pour x € R et y € [0, 9],
|f(z —y) — f(y)| < e et donc comme Ky est positive (1.2), on a

1) ) 1
/0 @ —y) — F)|Ka(y)dy < / K (y)dy < ¢ / Ko(y)dy = <.

De méme siy € [1 —4,1], y — 1 € [—0,0] et par périodicité, |f(z —y) — f(x)| = |f(z — (y —
1)) — f(z)] < 6 et on obtient de méme l'autre inégalité.

b. Pour § <y <1—90, on asinmy > sinmd si bien que K, (y) < Wling(ﬂé). Ainsi,
1-6 1-6
2[|f [l Ks.f
—y) — K dy < dy < ——,
avec kg = 2/l
T sin?(r6)

c. On fixe € > 0 et 'on prend 0 comme en 4)a. On a par découpage de l'intégrale par la
relation de Chasles

(D) = £ < [ 11 =0) = @Ky < e + 2

67f
N+1
lon(f)(x) — f(z)| < 2¢, ce qui prouve la convergence uniforme de (on(f))n vers f.

5)a. Soit k € Z. On a par intégration par parties

Il existe ng tel que si N > ng, on a < e. Ainsi si N > ng, pour tout z € R,

1 _ N 1 ,
(') = / F)e 24y = [f(y)e ]! 1 2k / F(y)e 2 vdy = 2ikmenf).

Par récurrence immédiate, cp(f™) = (2ikn)"c(f).
1
b. On a |cx(f)| < / |f(y)|dy < ||fllco- Avec n = 2 dans ’égalité précédente, on a donc
0

"]
|Ck(f)‘ < W

c. Posons g = lir}rq Sn(f). Les séries de fonctions ch(f)ek et Zc_k(f)e_k converge
n—-—+0o0

normalement sur R (et donc uniformément) puisque |cx(f)ex| < |cx(f)] (resp. |c_x(f)e—x| <
le_k(f)]) qui est le terme général d’une série convergente. Par le théoreme de Cesaro (1.3)), la

pour k # 0 et par comparaison, la famille des ¢(f) est sommable.



moyenne des S,(f)(x) converge donc vers g(x) aussi. Mais aussi vers f par 4). On en déduit
que f = g et que la suite de fonction S,,(f) converge uniformément vers f.

III. Troisieme partie : équirépartition

1l manque un "si” dans la définition de ’équirépartition.

1) La suite (x,)n>1 étant supposée fixée, on notera yy(Y) au lieu de (N, (z,),Y) : c’est
la proportion des termes de la suite parmi les N premiers qui modulo 1 tombent dans la partie
Y. Dans cette question on veut montrer qu’on peut remplacer les segments par des intervalles
semi-ouverts dans la définition de 1’équirépartition.

e Soit a < b < 1. On a alors yy([a,b]) = v~v([a,1]) — vn(b, 1) qui tend par définition vers
1 —a—(1—b)=0b— a. Pour montrer que cela reste encore vrai dans le cas b = 1 il suffit de
prouver que yn({1}) tend vers 0. Cela se fait en quantifiant. Soit £ > 0. L’intervalle [1 — ¢, 1]
contient le singleton {1}. On a alors vn({1}) < yn([1 — ¢, 1]) pour tout N et le majorant tend
vers € lorsque N — +oo. Il existe donc un rang Ny a partir duquel vy ({1}) < 2e. D’ou le
résultat.

e On fait de méme dans l'autre sens en encadrant un segment [a, b] quelconque entre [a, b]
et [a,b+ e[ pour € > 0 petit et en traitant a part le cas b = 1 ot il suffit de majorer par 1.

2) a. Soit n un module d’uniforme continuité de f pour e. Il existe M € N* tel que

— < n. Dans ces conditions, pour x € R, si k est sa partie partiere et si j/M < z <

(J+1)/M, Dy (f)(x) = f(k+j5/M). Comme z et j/M sont proches & moins de 1/M < n, on
a|f(z) — ®p(x)| < e. Par conséquent, on obtient bien ||f — ®p/(f)||o0 < €.

M-1 M—1
b. On remarque que ®p,(f) s’écrit en fait Z Z TG/ M) a, Gy = Z fG/ M),
kEZ j=0 =0

avec hjnr = D peq L/, +1) M par périodicité de f.
On va commencer par démontrer (x) pour une fonction fo =", , z;vigl Lappou 0 <a <
b < 1. D’une part 'intégrale de fy sur [0, 1] vaut b — a. D’autre part,

% ; f(xy) = ~v(N, (2n), [a,b])

1
qui tend bien vers b —a = fo-

0
Par linéarité de la moyenne et de l'intégrale, (x) reste vraie pour @, (f).
Passons a f. Soit € > 0. On considere 'entier M de 2)b. On a alors

/olf‘/ol‘I’M<f>‘ < /01|f—<1’M(f)| <c oot
v

N D F) = S @) < 5 Do) — @) <o
En écrivant
N 1 N N N 1 1 1
SO DNCAEYRF RS SYICAELS SUMEIEAR-D SENEIENEY R E e A R s

on obtient par l'inégalité triangulaire,

%éf(m)—/olf




et pour N assez grand,

3) a. Il est facile de construire des fonctions fI et f= affines par morceaux vérifiant toutes
les conditions.

1
0 1 g
| XN
b . Notons un(f) = NZf(:Bn) pour f € Cpe. Soit € > 0. On remarque que
n=1
A(N, (), [8,])) = pix (1) On on déduit que

pn (f2) < (N, (24), [a, b)) < pn ().

Etant donné les limites des membres de droite et de gauche, a partir d’un certain rang,

[ 5 —ecam@ et < [ g +e
0 0

1
Or les deux intégrales sont proches de / Ifay) = b — a a moins de ¢ par construction. Donc a
0

partir d'un certain rang, on a
b—a—2 <vy(N,(x,),[a,b]) <b—a+2e.

Au final, y(N, (z,), [a,b]) converge vers b — a et (x,,) est bien équirépartie.

4) On va utiliser le critere précédent. L’assertion () est vrai pour tout polynéme trigo-
nométrique de période 1 (par linéarité sur ’hypothese, le cas k = 0 étant trivialement vérifié).
Or, les polynomes trigonométriques sont denses dans (Cper, || [|) en vertu de la question 114)c.
Soit f € Cper €t € > 0. On se donne P polynome trigonométrique approchant f a moins de €
de maniere uniforme sur R. On écrit

1 & L el 1 1 1 1 1
anlf(wn)—/o f—anlf(xn)—N;P(%HN;P(%)—/O P(f)+/0 P—/O f.

Comme




on obtient par I'inégalité triangulaire,

%ﬁ;f(%)—/olf

et donc pour N assez grand,

< 3¢,

1 — !
> s - [
n=1 0

et (%) est vraie pour f : la suite (z,) est bien équirépartie.
5) On va utiliser la question précédente. Soit k € Z* et calculons

N

1

~ > exp(2ikman + 2ikrx) =
n=1

exp(2ikmz) 1 — exp(2i(N + 1)kma)
N 1 —exp(2ikma)

avec exp(2ikma) # 1 car 2wka ¢ 277 puisque « est irrationnel. En passant au module, il vient

< ’ . > 0.
|1 — exp(2ikma))| N N—+oo

N
1
‘N Z exp(2ikman + 2iknx)
n=1

La suite (an + ) est donc bien équirépartie.
6) On remarque avec la majoration précédente que

1 1 X
/0 ek—NZek(an+.)

n=1

< 2 >0
|1 — exp(2ikma)|N N—oo

Si k = 0, la norme infinie est nulle. On en déduit par linéarité et inégalité triangulaire que si P
est un polynéme trigonométrique et P,(x) = P(an + x) pour n € N* et x € R,

1 1 N
Jim /OP_N;P” =0.

Si P est un polynome trigonométrique approchant f de maniere uniforme a € pres,

1 1 N 1 1 1 1 N 1 N 1 N
‘/ - I VAR s IS I oF A B E o e oy
n=1 ) o n=1 ) n=1 n=1 e
LR g 1o g
<t | [ P-gXR| re=zr| [ P33R
n=1 00 n=1
et donc pour N assez grand,
1 1 N
/Of—NZFn < 3e.
n=1 o)

C’est ce qu’on voulait.

IV. Quatriéeme partie : théoreme de Weyl
l)a. On a

N H
Z Znpn = (22 + F2me) (24 +zmge) o+ (v + 0+ 2ven)
n=1 h=1

:22+223+(H—1)ZH—|—HZH+1+"'+HZN+1+<H—1)ZN+2+~"+ZN+H.



Ainsi,

N N H
Z,Zn—zzz = H21+(H—1>ZQ+"'+ZH—HZN+1—~"—2ZN+H_1—ZN+H).

n=1 n=1 h=1

En passant au module, les |z,| étant inférieur & 1, on obtient par inégalité triangulaire,

H
5 ) IS s
n=1 h=1 k=1
b. On écrit
XN | NoA | L oA
ES RIS 9) SERTY (5 DRSS 3 3t
n=1 n=1 h=1 n=1 n=1 h=1
Compte tenu de I'inégalité de la question précédente, on a par inégalité triangulaire
N N | H
1 1 H+1
NZZ" <]\/HZ: ZZ"+h N
n=1 n=1 | h=1

o\ 1/2

ce qui donne bien I'inégalité proposée.

c.On a
N | H 2 N H H
E E Zn+h| — E E Zn+h E Zn+h
n=1 | h=1 n=1 h=1 h=1

&

= E E Zn+hin+h/

n=1 1<h,h/<H

= § E Zn+hZnt+h T E E ZnthZn+h'

n=1 1<h<H n=1 1<h,h/<H
h;éh’

=

|Zn1n|? +Z Z (Zn+hZnthl + Znth'Znth)

N
n=1 h=1 n=1 1<h<h’<H
N
E |znan]® + 2 Re E E ZnthZnth
=1

n=1 1<h<h/<H

<NH+2

E § Zn+hZn+h’

n=1 1<h<h/<H




Travaillons sur E E ZnahZnan - On a en posant k = h' — h, puis m =n+ 1/,
n=1 1<h<h'<H

N N H-1H—W
Z Z Zn+hin+h = Z Z Zn+h' +kZn+h!
n=1 1<h<W<H n=1 k=1 k=1
N n4+H-1H—
= Z > Z emik%m
=1 m=n+1 k=1
H-1 N n+H-k
= Z Zm+kZm
k=1 n=1 m=n+1
H-1N+H-k  m—1
- Z Zm+kZm
k=1 m=2 n=m—(H-k)
H-1 N+H—k
= (H — l{?) Z Zm+kZm
k=1 m=2
H-1 N+H—k H-1
=Y (H—k) Z zm+k%—Z(H k)z1+x21
k=1 m=1 k=1
H-1 N H-1 N+H—k
= (H — k) sz%% Z(H k)z14 671 + Z H—k) Z ZmakZm
k=1 m=1 k=1 m=N+1
Par inégalité triangulaire, il vient
H-1 H-1 H-1 N+H—k
DD R B Rl DR B SITANIRS SR TID i
n=1 1<h<h’'<H k=1 k=1 —1 m=N4+1
=H—k
H-1| N H-1 H-1
< (H-1) sz+kzm +Zl+ I? en posant | = H — k
k=1 |m=1 =1 =1
H-1| N
| HH-1)(2H +2
CH-DY | | + LH D@ 22)
6
k=1 |m=1
H-1| N
H(H? -1
CH )Y Y sz ¢ LD
k=1 |m=1

1)b
1 & 1 H-13E 2 2H(H?— 1)\ H+1
N;Zn < H1/2+ (2 N H?2 et mzlszrkzm) +( N H2 ) + N
H-1 N 1/2 1/2
1 1 1 _ 2 HY?  H+1
\H1/2+\/§<ﬁ 3 N;mm) +(3) Fmr

2) Fixons k € Z*. Posons pour n > 1, z, = ex(x,). Si h > 1 remarquons que z,,Z, =



ex(Tpin — xy,). Par hypothese, nous avons donc en vertu de I11.2)b appliquée a f = ey,
| X
Jmn, 5 2 s =0

Soit ¢ > 0. Comme les z, sont de module 1, l'inégalité de la question précédente

1
s’applique. Fixons H tel que T2 < e Pour N tendant vers 0, la quantité
H-1 N 1/2 1/2
1 1 2 HY?  H+1
V2 (— 4 N Eﬁ ZimakZm ) + (§) N2 + ; tend vers 0. Pour N assez grand,

1
on a donc Z Zn| < Hl /2 e < 2e. La quantité N Z z, converge donc vers 0 et d’apres

n=1
la quastion IIT. 4) la suite (x,,) est équirépartie.

3) Procédons par récurrence sur le degré d. Le résultat pour d = 1 a été prouvé a la question
II1.5). Si d > 2. On va utiliser la question précédente pour faire chuter le degré. Soit h > 1.
Posons x,, = P(n) et y, = Tpyn—, = P(n+h)—P(n) = Q(n) avec Q(X) = P(X+h)—P(X).
Le polynome Q) est de dégré d—1 et son coefficient dominant est dhay qui est toujours irrationel.
Par hypothese de récurrence, la suite (y,) est donc équirépartie. On conclut avec la question
précédente que (x,) est équirépartie.

V. Cinquiéme partie : approximation rationnelle et équirépartition quantitative

1) Soit a = Z € Q et supposons que « soit de Liouville. Soit (pp)n>1, (¢n)n>1 des suites

associées a «. On a alors pour tout n

Comme |ag,, — bp,| est un entier non nul il est supérieur ou égal a 1. On a donc ;- -< puls

SN

X
qZ 1 2n—1

ce qui est absurde puisque la suite de droite tend vers 0.
a. Comme P est irréductible dans Q[X]| (I'’énoncé devrait préciser...) et de degré > 2 il

ne peut avoir de racine rationnelle. Quitte a multiplier P par un entier non nul idoine on va

supposer que P est a coefficients entiers. On a alors P §> de la forme q% avec A € Z* et donc

‘P< >) -z pour tout couple (p,q) € Z* x N. Notons M = supy,_q o1 |[F'(7)]. D’apres le
théoreme des accroissements finis, pour un rationnel 2 g dui est dans [« — 1,a+ 1] on a
1 p P
—d\‘ ()‘—‘ - (—)‘gM‘a__
q q

>1> 5.

Si £ n'est pas dans I'intervalle [« — 1, a 4 1] alors ‘a — B

Bref, la constante ¢, = min (1, %) répond a la question.

b. Soit & un nombre réel algébrique. Si @ € Q on a vu dans la question V.1 que « n’est
pas de Liouville. Si « n’est pas rationnel il annule un polynome irréductible de degré > 2 et on



peut utiliser la question précédente. Supposons alors que « est de Liouville et considérons des
suites (Pn)n>1, (¢n)n>1 associées. On a pour tout n,

Cq 1
=< —
9 4
ce qui est encore impossible pour n assez grand.
c. Il suffit de prouver que « est un nombre de Liouville! Posons Y ,_, ﬁ = % avec
- n
| JEEN . . 7
¢n = 10™. On a déja 2= < « et on va majorer la différence o — ’f = ;fflﬂ ﬁ. Or, pour
. -

k>n+1lonak!> nlk. Ainsi,

=1 =1 1 1 1 1
E N < § — < g
10*! 107k 107 (n+1) 1 — 10— 1Qnn! qr
k=n+1 k=n+1 n

2) D’apres I1.5.c la fonction f est somme de sa série de Fourier qui converge uniformément

(et méme normalement) sur R : f =" ci(f)er. On a fo = ¢o(f) et
| X | X N
NZFn(:U) = NZch(f)ek( ex(an) NZ ( k(x)Zek(cm)>
n=1 n=1 k€Z keZ n=1

(somme finie de séries absolument convergentes). Pour k£ = 0 on retrouve ¢o(f) et on doit donc

majorer :
1 1 N
/0 F)dy -+ ;Fn(x) =~

On peut majorer par inégalité triangulaire par

NZ|ck |‘Zek an‘

keZx

On va voir que ce terme est fini. En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique on
a

‘Zek o ’ h \smlma\

On introduit un entier pj tel que kra — pym soit dans [—7/2,7/2] et on utilise la minoration
|sinz| > 2|z| valable sur cet intervalle. Comme a n’est pas de Liouville il existe un entier
d € N* tel que pour tout (p,q) € Z x N* on a | — p/q| 2 . On a alors

1 1 s - k|
|sinkma| © |sin(kra — ppm)|  2lkma — per| 2]k

Or comme f est de classe C* la suite (|c(f)|k|?!)rez est sommable ce qui permet de conclure.



