Un Corrigé du Math 1.

Partie 1

1. Soit u un endomorphisme nilpotent son polynéme caractéristique s’écrit
Xo(X) = X" —tr(w) X" P 4 .+ (=1)"det(u) = X"

donc, tr(u) = 0. Pour tout entier & € N*, u* est nilpotent par suite tr(u*) = 0.

Autrement, on pourra utiliser que la trace de u est la somme de ces valeurs propres
puisque u est scindé et on a sp(u) = {0}.

2. On a T,)T(R) est un sous espace vectoriel de M, (R) de dimension M puisque

(Eij)1<i<j<n est une base. L’application ¢ : L(E) — M, (R) qui a u assocne Matg(u)

est linéaire et Ng = ¢ '({T.)"(R) }). Ce qui montre que Np est un sous espace

vectoriel de L(F). La restriction de ¢ & Np réalise un isomorphisme de Np dans

-1

T+ (R) donc dim N = %

3. Siu € N(F) alors le nilindice 1 < 9¥(u) < n puisque u™ = 0 (Cayley-Hamilton). Soit k
un entier entre 1 et n. Notons B = (ey, s, .., €,) et considérons I’endomorphisme u de
E définie par u(e;) =0, u(e;) = e;—1 pour 2 <7 < k et u(e;) = 0 pour tout k <i <n
(sik=1,u=0). Onau € Np, u* =0 et u*"1(e;) = e; # 0 donc ¥(u) = k. On aura
donc

{9(u):u € Ng} C{I(u):u € N(E)} C[[1,n]] C{d(u):u € Np}.

Ce qui montre les égalités.

4.
e Supposons par absurde que la famille (z, u(z), .., uP~(z)) est liée, il existe (g, as, ..
p—1 ,
R? non nul vérifiant > oyu'(z) =0. Soit j =min {1 <i<p—1:0a; #0} (j ex-

=0
iste par hypothése). On a :

up_j_l(z au'(z)) =uP7710) =0

donc ajuP~'(z) = 0 ce qui est absurde puisque a; # 0 et uP~(z) n’est pas le
vecteur nul.
e On suppose que u(y) = 0 et que (uP~!(x),u? ! (y)) est libre. On montre de méme
que la famille (y,u(y),..,u? ' (y)) est libre. Supposons d’abord que u?!(y) €
1
(

1

P~ .
vect(z,u(z), ..,uP~(z)) donc u?'(y) = > asu’(x), on appliquant u on obtient
i=0

p p—1
0= Z o u' (1) = Z o1 (z)
i=1 i=1



donc ap = oy = .. = a5 = 0 d’apres le premier point. On aura u? '(y) =
ap—1uP~(x) absurde.

Supposons maintenant qu’il existe un vecteur non nul z € vect(y, u(y), .., u?*(y))N
q-1 ,
vect(z,u(z), .., uP~(z)). Alors z s’écrit z = > auu'(y) € vect(z, u(z), .., uP~()).

=0
Soit j =min {1 <i < q—1:a; # 0} (j existe car z # 0). Comme vect(z,u(z), .., uP~(z))
est stable par u et donc par tous les v/ on en déduit que iuq_l_j (2) =ui"(y) €
vect(z,u(z),..,uP~(z)) ce qui est absurde. Par suite vect(x u(x) ,up L(x)) et
vect(y, u(y), ..,u?"(y)) sont en somme directe et la famille (z, u(x), .., uP~(z), y, u(y), ..,u?"(y))
est donc libre.

5. Comme u? = 0 alors Im u?~! C ker u et trivialement Im v?~! C Im u par suite Im uP~! C
Im u N ker u.
Soit z € E tel que uP~!(z) # 0. Soit y € Imu N keru alors y = u(z) avec u?(z) = 0.
Si (y,uP~1(x)) est libre alors (z,u(z),..,uP~ (), z,u(2)) est libre (car p > 2) or cette
famille est de cardinal p + 1 > n ce qui est absurde. Donc

ImuNkeru C vect(u? ! (x)) C Imu’~" C Imu N ker u.

Ce qui montre que Im u?~! = Imu N ker u = vect(uP~!(z)) et donc dim Im P~ = 1.

Partie 11

6. Soit v un endomorphisme tel que Im u C vect(x) alors pour tout y € E il existe unique
ay € R tel que u(y) = ayz. La linéarité de u montre que I’application o : £ — R
définie par a(y) = «a, est une forme linéaire. Par application du théoréme de Riesz, il
existe un unique vecteur a € E tel que o, = (a,y) pour tout y € E. Ainsi pour tout
endomorphisme v € L(E) tq Imu C vect(z) il existe unique vecteur a € E vérifiant
u = a ® x. L’application a« — a ® x est linéaire donc réalise un isomorphisme de F
dans {u € L(E) : Imu C vect(x)}.

7. Soit (es, €3, .., €,) une base orthonormée de {z}* donc (”fc—”, €, .., €,) est une BON de
E. Comme (a ® x(e;),e;) =0, 2 < i <n on obtient

trace(a @ x) = <a ® x(m), m> + (a ® xz(ez), e2) + ... + (a ® x(e2), €2)
x T 1
— <a ® x( 2] ), > = 5 (a,z) (x,z) = (a,x) .

=1/ |

Partie 111

8. Pourkzl,u+t1}=f()1+tf11 01\1folzuet fi=v.



10.

ko k-1 .
Supposons que (u + tv)k =St fF ou fF =uF et fF= > wlvouF"17" On a
i=0 i=0

k k
(u+to)" = (u+tw)(u+tv) =u Z tfr Z Ly fF
i=0

i=0
k k+1 k
_ ik ik _ o rk ir ok k k+1,, rk
= E tuf + E tofiiy =ufy + E t(ufl +Ufi71)+t v fy,
i=0 i=1 i—1
k+1
_ i pk+1
= >orr
i=0
en particulier fF™ = uf¥ = u**! et
k-1 k—1
1k+1 — uf{c + Ufée —u E uzvuk—l—z + Uuk—H — E u”lvuk_l_l + ,Uuk-‘,-l
i=0 =0

k-1 k
= E wout " + outt = E wout?
i—1 =0

P

Comme u + tv € V pour tout ¢t € R alors (u + tv)? = 0 donc Y t'f’ = 0 pour tout
i=0

t € R. Comme f§ = u? =0 on obtient en divisant par ¢t > 0

A+t 2 =0
=2

p—l .
Quand t — 0T on auras f' = > vlour~'" = 0.

i=0
Par linéarité de la trace et le fait que tr(uv) = tr(vu) pour tous endomorphismes u et
v, on a

k
tr(fith) = tr(z uvutTt) = Ztr(uivuk_i)
i=0 :
k

- Ztr(ukv) =(k+ l)tr(ukv).

Comme (u + tv) est nilpotent alors tr((u + tv)**!) = 0 pour tout k € N, par suite
K+l koo

S° ttr(fF) = 0 pour tout ¢t € R. Le polynéme S Xitr(fF) € R[X] est donc
; i=0

1=0
nul, ces coefficients sont nuls, en particulier tr(fF*!) = 0 ce qui donne que tr(u*v) = 0.



11. On a pour tout entier m € N*

1

p—1
(0 g0 =) A )+ 3

On en déduit que

Py = lim (et o) () — ()

m—>-+00 m
Comme m((u+-=v)P~(y)—uP~(y)) € K(V) car (u+Lv)P~ (y) et uP~(y) € V* et K(V)
est un sous espace vectoriel de dim finie donc fermé, on en déduit que ' (y) € K (V).

On utilisant I’égalité de la question 9,

p—2 p—2 p—1
. S . . S B
wo ff :u(g ulouP 7" = E uHouP=20 u'vouP = v(uP )
1=0

i= i=1

Soit € ImuP™! | il existe y € E tel que z = uP~(y) et
v(a) = v y) = u(f7 (y) € ulE V).

12. Soit y € K (V). Montrons par récurrence que pour tout entier k, il existe y, € K(V)
et A\ € R tels que y = \pz + uk(yk) Pour k. =0on a

y=z+(y—z)=2z+u"(y)

ol yp = y —x € K(V). Supposons que y = M.z + u¥(y) pour un certain k¥ € N.
Comme par hypothese y, € K(V) C vect(z) + V, alors il existe v € V et a € R tels
que yr = ax+v(x). D’aprés la question 11, v(x) = u(yry1) avec yp1 € K(V). Comme
ug(z) € vect(z) car u®(z) = x et uF(x) = 0si k > 1 on écrit:

Y= A\ + uk(ax + u(yps1)) = e + ozuk(x) + uk“(yk) = 12 + uk“(yk).

Si k = p on aura pour tout y € K(V), y = Az + uP(y,) = Az € vect(x). Donc
K(V) C vect(z).

Soit v € V. On a v(z) € u(K(V)) C u(vect(x)) = {0} puisque z € ker u.

Partie IV

13. L’application ¢, : V — E définie par ¢(v) = v(x) pour tout v € V est linéaire. Donc
Imp, =V, est un sev de E et kerp, =W est un sev de V.

L’application v : W — L(H) définie par ¢(v) = v est linéaire donc Im) = V est un
sev de L(H) et ker¢) = Z est un sev de W donc de V.

4



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Avec la notation de la question 13, en appliquant le théoréme de rang a ¢, et ¢ on
obtient: dimV =dimV, +dim W et dim W = dim V + dim Z d’ou le résultat.

Un endomorphisme u de V appartient & Z si et seulement si Im u C vect(z) si et seule-
ment si il existe un vecteur a,, € E (unique) tel que v = a, ® z (d’apres la question 6).
Soit L = {a, : u € Z}, clairement L est un sev de E. L’application © — a, réalise
un isomorphisme de Z dans L, donc dim L = dim Z.

Soit a € L alors il existe u dans Z tel que u = a, ® x. On a tr(u) = 0 = (a,x)
d’apres la question 7. Donc z € L*.

Soit w € V. Sia € Lalors a®ax € V, donc tr(uoa® z) = 0. Or, pour tout
endomorphisme v on a

uoa®z(y) = (a,y)v(zr) = a®v(x).

par suite
(a,u(z)) =tr(uoca®x) = 0.

Ce qui montre que V, C L*.
En général par lemme A,

tr(uf oa®z) = (a,u"(z)) =0
On en déduit que u*(x) € L+ pour tout k € N.

S’il existe un réel A non nul tel que Az € V, alors A sera une valeur propre non nul
d’un certain v € V. Ce qui impossible puisque v est nilpotent et sp(v) = {0}.

Comme vect(z) et V, sont en somme directe et vect(x) et V, C L+ alors le sev vect(x)®
V, C L*. par suite

1+ dimV, = dimvect(z) &V, < dim L™ =n — dim L (1)
ce qui donne dimV, + dim L <n — 1.

Soit u € W alors sa matrice dans une base adaptée a la décomposition E = vect(x)® H

S - 0 lLina
s’écrit M, = < 011 My

) ou My est la matrice de w dans la base de H. Un calcul

0 ll,n—lj\IUk_1
. Onfl,l _(Mﬂ)k
de u* dans la base de H est (Myz)*. Ce qui montre que u* = u*. Siu € V alors uP = 0
et donc u? = 0 et w est nilpotent.

par blocs montre que la matrice de u* s’écrit < ) et donc la matrice

Par hypothése de récurrence on a dimV < w et on a dim V,+dim Z = dim V, +
dim L < n — 1 donc d’apres la question 14

_ —D(n-2
dmY — dimV, + dim 2+ dimy < P2 DO T2 e 2 4 dimy,
< (n—1)2(n—2)+n_1:n(n2—1)



20.

21.

22.

23.

24.

SidimV = @ alors les inégalités précédentes sont des égalités, en particulier

(n—1)(n—2)
2

dimV, +dim Z + dimV = +dim Z + dim V,

donc dimV = (n—1)(n —2) ot (n—1)(n —2)

donc dim L + dim V, = n — 1 ce qui donne

+dim 2 +dim V, < @2 4o g

dimwvect(z) ® V, +dim L =n

Comme de plus dimvect(x) &V, = dim L+ et vect(x) &V, C L' on obtient vect(x) &
V, = L*.

D’aprés la question 16, v*(z) € L+ = vect(z) ®V, pour tout v € V et pour tout k € N.

(n—1)n—2)

2 —
v € V la matrice de v dans 3 dans T)/* (R). Donc, V est isomorphe a T,/ (R) en
identifiant ¥ & sa matrice dans . Soit M une matrice de 7,/ (R) de nilindice n — 1
alors il existe 7 € V tel que mats(v) est M par suite la matrice de v dans la base

(0
{z} U B sécrit N = 0 M

Ce qui montre que le nilindice générique de V est supérieur a n — 1.

Comme dimV = alors il existe une base J de H telle que pour tout

donc le nilindice de v est supérieur ou égale & n — 1.

Si V, = {0} alors la matrice de tout endomorphisme v de V s’écrit dans la base {x} U

l ) € T,/ (R) puisque M € T,/ (R).

sous la forme ( 0 M

Soit v € V et v(z) # 0. Si le nilindice de v inférieur ou égale a p — 2 alors Imv?~! =
{0}, Pinclusion est trivial. On suppose que vP~! # 0. D’aprés question 5 on a
dim(ImvP~1) = 1. Soit k € N* tel que v*(z) # 0 et v**}(z) =0 (ona 1l <k <p—1).
On a donc v*(x) € Imv Nkerv = ImvP~! par suite Im vP~1 = vect(v*(x)). D’aprés la
question 20, v*(x) € vect(z) ® V, donc ImvP~! C vect(x) ® V,.

On suppose dans cette question que v(z) = 0 ( sinon le résultat est déja démon-
tré). On a wy = (v +tvy) € V et wi(xg) = tvg(z) # 0 pour tout réel ¢ > 0. Donc
Imw! ™" C vect(z) ® V, pour tout t > 0.

Soit y € E. On aw! '(y) = v"~H(y) + tf ' (y) + ... + " f7} (y). Donc

Comme w” ' (y) € vect(x) ® V, et vect(x) ® V, est fermé de E (sev de dim finie) on
en déduit que vP~*(y) € vect(z) & V,. Ce qui montre le résultat.

S’il existe vy € V tq vo(x) # 0 alors d’apres la question précédente Im vP~! C vect(x) &
V, pour tout v € V donc

V= ﬂ Im o' Cvect(z) @V,

veY



par suite K (V) Cvect(z) @ V,. D’aprés lemme B, v(z) = 0 for all v € V ce qui est
absurde (puisque vg(x) # 0).

Conclusion: Il existe u € V de nilindice p > n — 1. Soit z € Im«?~! non nul. Alors

V, = {0} par suite il existe une base de E dans laquelle toute matrice de v € V
e T,/t(R).

QQS Remarques.
1. Le fait que dimV < @ peut étre démontré en se placant dans ’espace euclidien
E et en remarquant que VN S(E)={0} ou S(F) est le sous espace vectoriel des

endomorphismes symétriques de F. Connaissant que dim S(£) =dim S, (R) :w

on conclut que dim V+@ < n?=dim L(E).

2. La preuve du théoréme peut étre adoptée au cas ou le corps de base est C.

3. Le théoréme reste vrai si on travaille sur un K-ev ot K est un corps quelconque. (On
pourra consulter "Linear Spaces of Nilpotent Matrices :

https://core.ac.uk/download /pdf/81104571.pdf).

4. Pour toute remarque ou correction que vous voudrez bien m’adresser: email: jamel.jaber@free.fr



