Interrogation 1
16 septembre 2022

Structures algébriques, séries numériques

On justifiera ses réponses (sans en faire trop non plus).
1(/2) Soit ¢ : G— H un morphisme de groupes (la loi est multiplicative). Montrer que ¢
est injectif si et seulement si Ker(¢) = {eq}.

000
2 (/2) Prouver que K[X] est un anneau principal.
000

3 (/2) Prouver que Z[X] n’est pas principal.
Soit I = 27[X] + XZ[X]. Supposons-le principal : il existe P € Z[X] tel que I = PZ[X].
On peut donc écrire 2 = PQ ot Q € Z[X], et donc P doit étre constant égal & p € Z pour

une question de degré.
On a aussi X = pS, o S € Z[X]. En évaluant en 1, p doit étre inversible dans Z, donc

égal a £1, mais alors I = Z[X] : absurde.
000

4 (/2) Un sous-groupe H d'un groupe G est dit caractéristique (dans G) s’il est stable par
tout automorphisme ¢ du groupe G (i.e. p(H) C H). Montrer que le centre Z(G) de G est
caractéristique (dans G).

Soit ¢ un automorphisme de G. Soit x € Z(G). Pour touty € G, xy = yx, donc p(z)p(y) =
e(y)p(z), donc @(x) commute avec tout élément de Im(yp). Comme ¢ est un automorphisme
de G, on en déduit que o(x) € Z(Q).

Remarque — On a seulement utilisé [’hypothese de surjectivité de .

SO0

5 (/2) Donner un exemple de groupe non abélien dont tous les sous-groupes propres (ou
stricts) sont abéliens.

Le groupe S3 convient.

OO0

6 (/2) Donner un exemple de groupe infini dont le groupe des automorphismes est fini.

(Z,+) convient (ses automorphismes sont +1d ).

SO0



7 (/2) Donner un exemple d’algebre dont le groupe des automorphismes est infini.

Dans la R-algébre R[X], tous les P — P(aX + b) ou a € R* sont des automorphismes
d’algébres.

On pouwvait aussi travailler dans la K-algébre K(X).

On pouvait aussi travailler dans M,,(K) oun > 2, et utiliser les automorphismes de conju-
gaison M — P~*MP (en justifiant que cela donnait bien une infinité d’automorphismes diffé-
rents).

On pouvait aussi travailler dans une algébre de fonctions, comme C°([0,1], R), par exemple
utiliser les f+— (z — f(z™)).

OO0

8 (/2) On considere deux éléments nilpotents a et b d’'un méme anneau, d’indices de nilpo-
tence respectifs n, et ny. On suppose que a et b commutent. Montrer que a + b est nilpotent.

SO0

9 (/2) Donner un exemple de deux éléments nilpotents (d’'un méme anneau) a et b, d’indices
de nilpotence respectifs n, et n,, tels que a + b soit nilpotent d’indice n, + ny.

On peut prendre dans My(K) les matrices Ey o+ E34 et Ey 3.
Remarque — Il fallait prendre a et b ne commutant pas.

OO0

10 (/2) On a admis que dans tout anneau commutatif, tout idéal propre était inclus dans un
idéal maximal (théoreme de Krull). Donner un exemple de groupe abélien dans lequel au moins
un sous-groupe propre n'est inclus dans aucun sous-groupe maximal (un sous-groupe propre H
d’un groupe G est dit maximal si les seuls sous-groupes de G contenant H sont H et G).

T

(Q,+) n'a pas de sous-groupe mazimal G, car si G n'est pas stable par x + = pour tout

n > 2, alors G n’est pas maximal, et s’il est stable par ces opérations, alors G = Q.
SO0

11 (/2) Montrer que toute série absolument convergente est convergente.

000
12 (/2) Prouver que pour tout z € C, > 2; converge (on note e* sa somme). Prouver que
pour tout (a,b) € C?, e?*? = ede’.
000

13 (/1) Donner un exemple de deux séries > u, et > v, n'ayant pas méme nature, mais
telles que u,, ~ v,.
n

_ (="

et v, = Uy, + % par exemple.

OO0



14 (/2) On considere deux séries numériques > u, et »_ v,. On suppose que Y u, est réelle
a termes positifs, tandis que > v,, est une série complexe. On suppose que u, ~ v,. Les séries
noo

> u, et > v, sont-elles nécessairement de méme nature ?

Si > u, est convergente, alors Y v, est absolument convergente donc convergente.
Si Y v, est divergente, alors Re(uy,) ~ vy, et donc > Re(uy,) est divergente par comparaison
noo

de séries a termes positifs : > u, est donc également divergente.
COO

15 (/1) Soit Y u, et > v, deux séries convergentes a termes positifs. Montrer que ) /u,v,
converge.

0 < unv, < 23 (ou méme 0 < /vy, < MaX(Up, Vy) < U + Vp).
000

16 (/2) Soit (S,,) la suite définie par S, = Yo" il \f Montrer que S,, ~ 2(\/§ — 1)y/n.

On peut faire une comparaison série-intégrale, mais aussi utiliser la sommatzon des relations

de comparaison (cas divergent) : on observe que \/Lﬁ ~ 2(v/n+1—+/n) >0, donc

Par substitution,

donc

Sn = 2V2n +o(v/n) — (2vn +o(Vn)) = 2(V2 = 1)v/n + o(V/n)

SO0

17 (/1) Montrer que la suite de terme général u,, = Zz;g 11— 2or_y 3 converge et déter-
miner sa limite.
Remarque — On pourra utiliser sans justification un développement asymptotique de la série
harmonique.

U, = Hys — Hy2 — H, = In(n?) + v —In(n?) —y —In(n) — v+ o(1) = —y + o(1) donc (u,)
converge vers —-y.

SO0

18 (/2) Nature de > u,, ou u, = m

1

On peut utilz’ser Stirling, ou plus simplement In(n!) < nln(n) et donc 0 < T

< Uy, .
) ~ n
Comme § dwerge (exemple de Bertrand), >, diverge.

SO0



19 (/4) Soit (u,) la suite récurrente définie par ug = 1 et u,41 = u, + e~ . Montrer que
(uy) tend vers +oo. Déterminer un équivalent simple v,, de u,, puis un équivalent de u,, — v,.

OO0

(u,,) est une suite croissante. Si elle convergeait vers /, alors par passage a la limite, £ = (+e~*

d’ott e7* = 0 : absurde. Ainsi, (u,) diverge vers +oo.
d(ef(®))
dx

On a €% (U1 — Up) = 1, or €* (U, 11 — u,) a pour analogue continu e/@ f'(z) =
peut donc espérer que e*#+! — " tende vers 1. Vérifions-le :

, on

elntl — elin = glin (eefu” - 1) ~ ereT =1>0
noo

Ainsi, par sommation des relations de comparaison (cas divergent)

Un

(& ~ N

i.e. €' = n(l 4+ o(1)), donc u, = In(n) + In(1 + o(1)) = In(n) + o(1) = In(n) + o(In(n)) :

u, ~ In(n).

Pour aller plus loin, affinons le calcul précédent :

u u u e Un u —u e_2un —2u e —u
e"*l—e":e"(e —1)26” e " + 5 +o(e ™)) =1+ +o(e ")
et donc
ettt —em —1 ~ — >0
noo 2N

Par sommation des relations de comparaison (on somme pour les indices 1 a n — 1),

1
e —e"—(n—1) ~ n(n)
noo 2
donc |
e =+ né”) + o(In(n))
puis
1 1
up, =1In(n) +1n (1 + n(n) +o0 ( n(n)))
2n n
puis

U, = In(n) +M+O<M>

2n n

20 (/2) Soit (v,) une suite décroissante de réels strictement positifs. On suppose ) _ v,, conver-
gente. Montrer que la série Y (—1)"v, est convergente et que v, = 0 (%)

(/2) On pose R, = Y02, .y vp et Ay = 322 1 (—1)%vy,. Donner un exemple o I'assertion
A, = o(R,,) n’est pas vérifiée.

1 La série Y (—1)"v, est absolument convergente par hypothese, donc convergente.
Remarque — On pouvail aussi utiliser le critére spécial des séries alternées ((v,) tend bien
vers 0 par convergence de ) vy,).

2 On peut prendre v, = ¢" ou q €|0,1], ou encore v, = % En revanche, les séries de

Riemann ne convenaient pas (intuitivement, le premier terme du reste ne [’emporte pas suffi-
samment sur les autres).

OO0



