Interrogation 6
3 février 2023

Séries entieres, probabilités

1(/1) Soit (2,.A, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire sur €2, a valeurs
dans N, admettant une espérance. Rappeler (sans démonstration) la formule donnant E(X)
comme somme d’une série dont le terme général est une probabilité.

Remarque — Cette question de cours intervient dans plusieurs exercices ci-dessous (on y fait
allusion).

SO0

Exercice 1 : Maximum de n tirages avec remise

On dispose d’une urne contenant N boules numérotées de 1 a N. On effectue, a partir de
cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec remise, et on note X le plus grand nombre
obtenu.

1(/2) Soit k € N. Que vaut P(X < k) ? En déduire la loi de X.

2(/1) A Taide de la question précédente et de la question de cours, donner la valeur de
E(X).

3(/2) En déduire que Nlim % =

— +00

000
18k <N, P(X<k)=(£)", etsik>N, P(X <k)=1.
OnaX(Q) [1, N]|, et, pour tout k € [[1, NJ|,
(X<k)=(X<k-1)U(X=k)
donc

roxn = (8 ()

BX) =372 P(X 2 k)=S0 ,(1-P(X <k) =3, (1-(£)").

E
3 (N _1__Zk 1(%)
D’apres le cours sur les s

E(X) n ! n
li = =1- "dr =
NSt N n+1 /0 o n+1

Exercice 2 : Espérance et variance pour une loi géométrique



On considere une variable aléatoire X a valeurs dans N.
1(/1) En utilisant la question de cours ci-dessus, montrer que lorsque X — G(p), E(X) = ]%.

2 (/1) En utilisant encore cette formule du cours, mais en I'appliquant a X?, établir que

E(X?) =Y @2n+1)P(X >n+1)
n=0
Indication — On pourra écrire N* comme union disjointe des [[n?, (n + 1)?], ott n décrit N.
3(/2) A Daide de cette derniere formule, calculer E(X?) puis retrouver V(X) lorsque X < G(p).

> 1 1
E X = qk_l = = —
(X) ]; ="
20n a .
E(X?) =) P(X>k)
k=1
On écrit

N' = | | Lo, 0w L =JI0%, (0 + 1)7)

neN

Par théoreme de sommation par paquets, dans le cas positif,

BE(X?)=>"> P(X*>k)

neN kel,

Or, lorsque k € I,, (X> > k) = (X > n+1). De plus, Card(I,) = (n+1)*—n? = 2n+1, donc

E(X?)=> @2n+1)P(X >n+1)

neN

3 D’apres la question précédente,

B(X?) => (2n+1)¢"

neN
or B(X?) = 2@ + 1—£q (on a utilisé Y 7 nz" ' = ﬁ pour tout x €] — 1,1[, obtenu par
dérivation), donc
1 1 1 1-—
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Exercice 3 : Inégalité de Hoeffding



(/3) On admet que pour toute variable aléatoire réelle centrée Z, a valeurs dans [a, b], on
a, pour tout réel a,
(b — a)zozz)

8

On considere des variables aléatoires X1, ..., X,, réelles mutuellement indépendantes. On sup-
pose de plus que X; est a valeurs dans [a;, b;] pour tout i (avec a; < b;).
On pose S, = X7 + - - - + X,,. Montrer que pour tout t > 0,

E(e*?) < exp (

—2t2 )
(bl - (11)2 + -+ (bn - an)z

P(S, — B(5,) > 1) < exp

OO0

Pour tout a > 0, par stricte croissance de x — e**, on a
(Sn _ E(Sn) > t) _ (ea(Sn*E(Sn)) > eozt)

Par inégalité de Markov (appliquée a une variable aléatoire positive et a un réel strictement

positif)
E (e(5n ()

eat

Or S, — E(S,) = (Xi — E(Xy)) + -+ (X, — E(X,,)), et les variables sont mutuellement
indépendantes, donc

P(S, —E(S,) > 1) <

E <€a(sn—E(sn))) _ E<H e Kr—E(Xk))y — H B (e Xs—E(X0))
k=1 k=1

La variable Xy — E(Xy) est centrée a valeurs dans [ar, — E(Xg), by — E(Xk)] done, d’aprés le
résultat admis,

2.2
B (2P0 < exp (W)

1l vient donc finalement
P(S, — E(S,) 2 t) < exp (Aa” — ta)

ot
n

A= éZ(bk — Gk)2

k=1

On choisit a qui minimise le majorant trouvé : la fonction o € R Aa? — ta est minimale
t t2

297 1, ce qui conduit bien a [inégalité souhaitée.

en a = et elle y vaut —

Exercice 4 : Espérance du nombre de cycles d’une permutation aléatoire

Soit n > 2 un entier, et soit o une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur S,, (groupe
symétrique d’indice n).

Pour tout k € [[1,n]], on note Ly la variable aléatoire donnant la longueur de 'orbite de k
sous l'action de o (ce qui revient a donner la longueur du cycle au support duquel k appartient
dans la décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints).

Remarque — On compte les points fixes de ¢ comme des cycles de longueur 1.



1(/2) Exprimer en fonction des L; les événements suivants : A :« 0 = Id ) », B 1« 0 est
un n-cycle », C :« o est un produit (possiblement vide) de transpositions a supports disjoints
(deux & deux) » et D :« 0 admet au moins un point fixe ».

2 (/2) Montrer que L; suit une loi uniforme.
3(/1) Il est clair que L, ..., L, sont identiquement distribuées. Sont-elles indépendantes 7

4 (/2) Soit N la variable aléatoire donnant le nombre de cycles dans la décomposition de o.
Déterminer E(NV) et en donner un équivalent (a I’aide d’une fonction usuelle) lorsque n tend
vers I'infini.

Indication — On pourra notamment écrire N = N; + --- 4+ N,,, ou N, donne le nombre de
p-cycles dans la décomposition de o.

OO0

1A = ﬂlgién(Li = 1)7 B = (Ll = TL), C = mlgign([ﬁ < 2) et D = Ulgign([/i = 1)
2 Soit k € [[1,n]]. Puisque o suit une loi uniforme, procédons par dénombrement. Le nombre
de permutations de [[1,n] telles que lorbite de 1 soit de cardinal k est

n—1
(k— 1)(k—1)!(n—k)!

correspondant au choiz des k—1 points dans ['orbite de 1 (parmi les n—1 suivants), puis l’ordre
dans lequel il apparaissent quand on itére la permutation sur 1, puis au choizx de la permutation
des n — k éléments restants.

. . n— n—1)!(k—=1)!(n—k)!
Ainsi, P(Ly = k) = (171 (k — 1)!(n — k)! = ¢ n}(;{n,l(glgk)ﬂ =1

Ceci valant pour tout k € [[1,n]], Ly suit bien la loi uniforme sur [[1,n]].

3 Non, bien sir : par exemple (L1 = n) et (Ly = 1) sont incompatibles mais non négligeables
(et donc P((Ly =n)N(Ly =1)) # P(L1 =n)P(Ly = 1)), donc non indépendants.
4 On observe que pour tout k € [[1,n]],

1 n
N, =— Lr.—
k k; (Li=k)

de sorte que, par linéarité de l’espérance,

Ainsi,

3
3

Exercice 5 : Le théoréme de Beppo Levi (convergence monotone)

1(/2) Soit X une variable discrete a valeurs réelles positives, admettant une espérance.
Montrer que Y = [X | admet une espérance, puis établir : 0 < E(X) < Y 02 P(X > k).
Indication — On pourra utiliser la question de cours.



2 Soit (X)) une suite de variables aléatoires discretes réelles positives sur un méme espace
probabilisé (€2, A, P). On suppose : Yw € 2, la suite (X, (w)) tend vers 0 en décroissant et
E(Xy) < +00. On souhaite montrer que la suite (E(X,,)) tend vers 0.

a (/1) Montrer l'existence de N € N tel que > ;-  P(Xo > k) < 1.

b (/2) Montrer que ( ]kvzjl P(X, > k))nehxl tend vers 0.

¢ (/1)En déduire l'existence d'un rang ng a partir duquel 0 < E(X,,) < 3.

d (/1) Conclure, en introduisant la suite (¢X,)nen Ol ¢ est un entier naturel non nul.

3(/2) Soit (Y,) une suite de variables aléatoires discretes réelles positives sur un méme
espace probabilisé (€2, A, P) telle que pour tout w € €, la série >~ 7 Y, (w) converge vers un
réel noté Y (w). On suppose aussi que Y est une variable aléatoire discrete (réelle positive)
admettant une espérance. Montrer que E(Y) = >>° E(Y,).

n=0

SO0

1EY) =", P > k).
20< X <Y < X +1, donc'Y admet une espérance, et 0 < E(X) < E(Y). Or

E(Y) = i P(Y > k)

et pour tout k € N, (Y > k) = (X > k), d’ou le résultat.
3
a On a vu en premiére question que >, P(Xo > k) convergeait. La suite de ses restes
tend vers 0, d’ou [’existence de N.
b Pour tout k € [1,N — 1]}, la suite d’événements (X,, > k), o, est décroissante (pour
Uinclusion), donc, par continuité décroissante :

lim P(X, > k)=P (ﬂ(Xn > k)) =PHweQ,VneN k< X,(w)})=P®) =0
neN
Comme N est fizé, on en déduit bien le résultat.
c On a, pour tout n € N,

E(X,) < ip(xn > k)

=z

-1

— P(X,>0)+Y P(X,>k) + iP(Xn > k)

k=1 k=N
N-1 0o
< 14> PX,>k)+ ) P(Xo>k)
k=1 k=N
N-1
< 24 ) P(X,>k)
k=1

la question précédente permet de conclure.
d Le travail effectué est valable pour la suite (¢ X, )nen, qui vérifie les mémes hypotheéses,
et il existe donc un rang ng a partir duquel 0 < E(¢X,,) < 3, i.e.

0<B(X,) <>
q
La suite (E(X,,)) converge donc bien vers 0.
4 11 suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite (X,) donnée par X, =Y —> 7 _ Y.



