Centrale Mathématiques 1 Un corrigé 2020

I. Quelques résultats utiles

I.A. Propriétés générales de la loi x

1. Soit f € A. Soit n € N. On a :

(f0) () = fm3 (2) + D Fs (5) =1/ ) +0 = f(n)

Ainsi f 46 = f et f =0 fcar (65 ) (n) =6()f (1) + Y o@)f (5) = f(n)

d’ott ’5 est un élément neutre pour la loi ‘ sur A

C. — {deN|d|n}

2. Soit n € N*. L’application est bien définie

(d1,d2) dy
L {deN[d|n} — Cq
de bijection réciproque : d . ( d. n )
d
ainsi on a bien | (f * g)( Zf (n) = Z f(d1)g(d2)
d
d|n (d1,d2)€Cn

3. Soit f,g € A. Soit n € N*.
Cn —

L’application (i ds) —s (doydy)

est bijective de bijection réciproque elle-méme. Ainsi

(fxg)n)= D fld)gld)= > g(da)f(d) = (g f)(n)

(dl,dg)ecn (dz,d1)€cn

dou fxg=g=x* [ et ’* est commutative‘
4. Soit f,g,h € A. Soit n € N*. On a, en utilisant la bijection : (d1,da,ds) € Cl, — (d1,d1ds) € {(e,d) |d |nete|d}

(Frg)sh] () =3 (Zf ( )) n(M) = 3 fl (j)h(j) =Y Hd)g(d)h(ds)

dln eld d|n,e|d (d1,d2,d3)eCl,

Puis de maniére analogue, on obtient : Z f(d1)g(d2)h(ds) = [f * (g * h)] (n)
(dl,dz,dg)GC;L

d’'ou (f *g)*h = f*(g*h) et ainsi | % est associative |

5. On sait que (A, +) est un groupe commutatif car pour tout ensemble X # (), ((CX, +') est un C espace vectoriel.
De plus, * est commutative (3), associative (4) et admet un élément neutre (1).
Soit f,g,h € A. Soit n € N*. On a :

[(F +9) < bl (n) = 3 (F@ + (@) b (5) =D Fh (5) + S f@h (5) = [(F+h) + (f + )] (w)

din din dln

Donc (f+g)*xh=(f*h)+(gxh)et h*(f+g)=(h*f)+ (f*g) car * commutative.

On peut dire que ’ (A, +, %) est un anneau commutatif ‘
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I[.B. Groupe des fonctions multiplicatives

6. On suppose que Vp € P, Vk € N*, f(p¥) = g(p*). Soit n € N*.
Sin=1,onalAl=1donc f(1) = f(1%) = f(1)? or f(1) # 0 donc f(1) =1 = g(1) (analogue)

Sin > 2, on écrit la décomposition en facteurs premiers :

T
n= pr‘l avec r € N* | les p; € P (distincts deux a deux) et les a;; € N*
i=1
k

k
Par récurrence immédiate, on a Vk € [1,7], f (Hp?l) = Hf (p$)
i=1

i=1

Puis en utilisant ’hypothése f(n) = Hf (pi") = Hg (pi*) = g(n) de fagon analogue
i=1 i=1

En conclusion
7. bien définie : Soit (di1,d2) € Dy, X Dpy,.

On peut écrire n = d1q; et m = dags avec q1, g2 € N*
donc nm = (d1d2)(q1¢2)
d’ou dydy | nm et ainsi dids € Dy,
donc 7 est bien définie.

injective : Soit (dy,ds) et (e1,e2) € Dy, X Dy, tels que w(dy,ds) = w(eq, e2)
On a dyds = ejeg ainsi eg | dids
Comme n Am = 1, donc n et m n’ont aucun facteurs premiers en commun
comme ej | n et da | m, alors ej et dy n’ont aucun facteurs premiers en commun
donc e; A dy = 1. Ainsi avec le théoréme de Gauss, e; | dy
et de facon analogue d; | e;
comme di E Nete; e Nyonae; =d;
puis on obtient (di,d2) = (e1,e2)
Ce qui prouve l'injectivité de

surjective : Soit d € D

7

T S
On écrit les décompositions en facteurs premiers de n et m : n = Hpc»” et m = Hqii
i=1 i=1

Comme n Am = 1, les p; sont distincts des g; et on peut écrire
T , S ,
d = <Hp1a2> (quz> avec 0 < a; <ajet 0< /3; < B
i=1 i=1

T S

Je pose di = szal et dy = qul de sorte que d = dyda, dy | n et da | m
i=1 i=1

d’oll (dl,dg) S Dn X Dm et 7T(d1,d2) =d

Ce qui prouve la surjectivité de 7

En conclusion ’71 est bien définie et réalise une bijection entre D,, X D,, et Dy ‘

8. On suppose que f et g sont deux fonctions multiplicatives. Alors f(1) =1 = g(1) d’aprés 6 d’ou

(720 =3 f@a () = fg(1) =1 £ 0

dj1
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Soit n,m € N* tel que n A m = 1. En utilisant la bijectivité de = de 7 :

(frg)mm) = > f@g (%)= X f(d1d2)g<ﬂ>

d€Dmn (dl,dz)GDn XD,

En regardant les facteurs premiers on voit que pour (dy,dz) € D,y X Dy, onady Ade =1 = 7 N\ ¢, donc

Fram) = 5 fanss (5 )a ()= X e () T s ()

(dl,dg)GDn XDm d1€D,, d2€Dn,

donc (f * g)(nm) = (f *g)(n)(f x g)(m) et ainsi ’f * g est encore multiplicative‘

9. On veut juste Uexistence de g mais pour rechercher g, je traite cela par analyse synthése.

Analyse : Soit g € M convenant.
Ainsi selon 6, on a g(1) = 1.
Puis pour p € P par récurrence sur k € N*, les g(pk) sont définis par

g(p®) =1 et la relation Vk € N*, g(p*) = — Zf(pi)g(pk_i)

Ainsi g est définie sur Pp = {pk |keNetpe 73}

Enfin pour n € N*\ Pp, on écrit sa décomposition en facteurs premiers n = pr" et nécessairement
i=1

=[[o @) ()
=1

car les pi"* sont premiers entre eux deux a deux.
Synthése : Soit g défini par g(1) = 1 puis sur Pp par les relations de récurrence (pour chaque p € P) et enfin
par la relation (*).

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, 'application g est ainsi bien définie. et la formule
(%) est valable pour n € Pp. (Pour n =1, onar =0et pour n € Pp\ {1}, onar=1).

Soit alors n,m € N* tels que n Am = 1.
T

On écrit les décompositions en facteurs premiers de n = pr” et m = quﬁ ‘. Comme n Am =1, la

i=1 i=1
s S
décomposition (& 'ordre pres) de nm en produit de facteurs premiers est nm = (pr”) (qu l)
i=1 =
On a alors :
T S
glnm) =g [(Hzﬁ”) (H%)] Hg Hg( ) (n)g(m)
i=1 i=1
k . .
Conclusion : On a bien une fonction | g multiplicative vérifiant Vk € N*, Vp € P, g(p*) = — Z F(H g
i=1

On remarque que 'unicité a été établie.

3/18



Centrale Mathématiques 1 Un corrigé 2020

D’aprés ’énoncé et 8, les fonctions § et f * g sont multiplicatives.
Soit p € P et k € N*. Pour montrer que § = f % g, il suffit d’établir que 0 (pk’) =(fxg) (pk), en utilisant 6.
Comme on a Dy = {p' |i € [0,k] }, on a

(f*9) ( ) Zf ( ):f(1)9<p’“)+2f(pi)g(p’“_i)
Par définition (*) de g et comme k € N*, on a

U*m(ﬁ):g@ﬂ—ﬂ(ﬁ)=0=5@ﬂ

Ce qui permet de conclure que : | fxg =0

On remarque pour la suite qu'une fonction de M est caractérisée par les valeurs prises sur {pk |p e P, ke N* }
10. D’aprés 8, x induit une loi de composition interne sur M.

Avec 3, 4, 1, on voit que * est commutative, associative et admet pour neutre § € M.

De plus, on vient de voir que Vf € M, g € M, f*xg =6 = g* f ce qui prouve tout élément de M admet un
symétrique pour * dans M.

On peut conclure que ’ (M %) est un groupe abélien‘

I.C. La fonction de Mobius

11. On a p(l) =1#0.
Soit n,m € N* tels que n A m = 1. Montrons p(nm) = pu(n)u(m).
Sin =1, alors on a bien p(nm) = pu(m) = p(n)u(m). Si m = 1, c’est analogue.

Si n ou m n’est pas produit de nombres premiers distincts, alors il en est de méme pour nm et on a
p(nm) = p(n)p(m).

Si n et m sont produits respectivement de r et s nombres premiers distincts.

Alors comme n A m = 1 alors nm est le produit de r + s nombres premiers distincts
et on a pu(nm) = (—1)+ = (<1)"(=1)° = u(n)u(m)

On a bien montré que ’ 1 est multiplicative‘

12. Pour établir que p* 1 = § il suffit d’établir que p est le symétrique de 1 dans le groupe (M *).

La relation établi en 9 détermine g € M comme étant le symétrique de f.
k

Soit p € P et k € N*. 1l suffit alors d’établir que 1(p Zu Pk ) clest a dire 1 + Z,u =0

=1
Comme p(p) = —1 et Vj = 2, u(j) = 0, I'égalité est etabhe.

On a montré que

13. OnaVn e N, F(n) = Y f(d)1 (%) — (f+1)(n).
dn
Ainsi F=fx1
Comme * est commutative et que u et 1 sont symétriques dans le groupe (M, %) d’aprés 12. On a

pxF=pux1lxf=3§«xf=f

donc | pour tout n € N*, f(n) = Zu(d)F <%>
d|n
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14.

I.D.
15.

16.

IL.E.

17.

18.

On sait d’aprés le cours que ¢ € M.
Soit p € P et k € N*. Il suffit de montrer que @(p*) = u * I(p¥).
Soit k € N*, comme p est premier, on sait d’aprés le cours que

e(*) =p"(1 —1/p) = p* - p*!
et

(n*T) ( Zu ( ) = p(1)I (p’“) + pu(p)I (p"“_l) +0=p" —p"!
ainsi on a bien ¢(p¥) = p* I(p*) ce qui permet de conclure que

Remarque : il semblerait qu’était attendue Dutilisation de 13 avec la preuve de : n = Zcp(n) mais cela me
dn
semble plus lourd.

Déterminant de Smith

Je note d;; respectivement n;; le terme général de D' respectivement M’'D'. On a
n
nly =y mid; Zmzkdﬂf = > gk)= > glk)=(gx1)(inj)
k=1 k|j,k|i k|(ing)

orgx1l=fxpux1l=fdaprés 12 donc n

d'oi

Pour i,7 € [1,n], si j | i alors j <4 donc si j > i, on a d;; = m;; = 0.

1= FNG) =my

Ainsi les matrices D et M’ sont triangulaires inférieures donc avec 15,
det(M) = det (DT) det ( (Hd”> (ngl> = (Hl) <Hg(z)>
i=1 i=1 i=1

Ainsi |le déterminant de M vaut bien det(M) = H g(k)

Séries de Dirichlet

k
On suppose que s > A (f) = inf{u € R, la série Z f]iu) converge absolument }.

(F)

U

La caractérisation de la borne inférieure, nous fournit t < sett € {u € R, la série Z converge absolument }

f/i]:) ko0 © (%)

Par comparaison de séries & termes positifs, la série E
k>1

Ainsi

f (k)
ks

converge absolument.

k
Ainsi [si s > A.(f), alors la série Z fl;) converge absolument

On suppose que pour tout s > max(Ac(f),Ac(9)), Lf(s) = Lg(s). On va procéder en plusieurs étapes.
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étape 1 : On se raméne a la nullité d’une fonction arithmétique bornée.

Jeposed=f—g et R=1+max(A.(f),A:q))

d
de sorte que R > max(A.(f),Ac(g)) et pour tout s > R, la série Z éj) converge de somme nulle.

+00 R
d(k)/k
On remarque que Vt > 0, Z (l)ct/ = 0.
k=1
Je pose h: k+— dk(:? = f(k)k;g(k) et il suffit d’établir que

Vk e N*, h(k) =0

On va le faire par récurrence dans ’étape 3.

On remarque que la série Z h(k) converge absolument donc h tend vers 0 en 400 d’ott h est bornée.

=0.

+oo

h(k

Ceci nous fournit M > 0 tel que Vk € N, |h(k)| < M et on rappelle que Vs > 0, Ly(s) = Z ]ig)
k=1

étape 2 :  Un résultat asymptotique.

Pour p > 1, onposeRp:sHZ s
k=p

Pour s > 1 et p > 2, a’aide d’une comparaison série/intégrale, on a existences des membres et I'inégalité :

M
car t — m est continue, positive, décroissante et intégrable sur [1, 4+o00[

M(p —1)'—*

d <
one [Ry(s)| < 2

et ainsi Ry(s) = o((p—1)7%).

s—+00

1
On conclut que pour tout p € N, ona Rp41(s) = o () et donc
s—+400 pS

S
P°Rpt1(s) puwpnal

étape 3 : On va procéder par récurrence forte.

h(1)
18

Initialisation : On a Vs > 1,0 = Ly(s) = + Ra(s) = h(1) + 1°Ra(s)

A P’aide de la relation asymptotique , on a

0=1Lxp(s) —— h(1)

S—>+00
dott h(1) = 0.
Herédité : Soit p € N* tel que Vk € [1,p], h(k) = 0. Montrons h(p+ 1) = 0.
h(p+1)
OnaVs>1,0=Ly(s)= LT R
navs 1(0) = T+ Rpalo

A laide de la relation asymptotique, on trouve

0= (p+1)°La(s) = h(p+ 1) + Rpa(s) ——— hip+1)
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dott h(p+1) = 0.

Conclusion : On a bien établi par récurrence que Vk € N*,

On peut alors conclure que

19. Soit s > max(A. (f)aAc(g))

Les séries Z f et Z g(k convergent absolument.
p=1 k>1

Soit p > 1. La série Z |fks()|

s
k>1

B @l .
> a0

converge par linéarité, de somme : ( E

Par linéarité la série Z (Z ) 1£()] converge (ii)

p=>1

est sommable

Avec (i) et (ii), la famille (f()g(sk))
(PR)* /ey
k
en menant un calcul analogue avec la famille sommable on trouve : Z f((p)]f)g ) = Ly(s)Ly(s)
(pk)e(N*)? P
+oo
De plus, avec les C,, introduits avant 2 (N* U Cy, (union disjointe dénombrable)

n=1
Ainsi en effectuant une sommation par paquets on a (avec convergence absolue)

+oo
L) =S | 3 1 %ﬁ’“

n=1 \(p,k)eC2

Soitne€N. On a:

f(p)g(k) Zf n/d _ (fx9)(n)

(k) n’

(pk)eCT dn

+oo
donc Ly (s)Ly(s) = E M avec convergence absolue
n

n=1
ainsi | pour tout s > max(A.(f),Ac(g)), on a Ly(s)Lg(s) = Lsg(s) | et zossi s > Ac(f * g)

On ne s’est pas servi du fait que f ou g étaient multiplicatives.

II. Matrices et endomorphismes de permutation

IT.A. Similitude de deux matrices de permutation

20. Je note P,P, = (¢i5), P, = (pij) et Py = (ng) Comme pj; =0 < k # o’(j), alors on a

qij = szkpkj Pio'( )p;-/(j)j = Dio’(j)

donc

gij =0 i#0(0'(j) ©i#00'(j) et quoy; =1
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21.

22.

23.

En remarquant que Pyg, = I, on a donc P,P,-1 = P1q, = I,. Ainsi P, € GL,(K) et (Pp)_1 =P,

On remarque que p € &, — P, € GLn(C) est un morphisme de groupes.

On suppose que o et 7 sont des permutations conjuguées dans &,,. Ceci nous fournit p € &,, tel que 7 = papfl.

Ainsi Pr = P,P,P,-1 = P,P,P;! et | P, et P, sont semblables]
Soit k € [1,7]. On va établir que pyi(k) = vy2p(k).
Premier cas : on a k ¢ {1,3,7}. Alors pyi(k) = p(k)

Comme p(k) € {2,6,4} car p est injective, on a y2p(k) = p(k)

Deuxiéme cas : on a k= 1. Alors pyi(k) = p(3) =6
et y2p(1) = 72(2) = 6.
Troisiéme cas : on a k € {3,7}. Alors de maniére analogue au cas précédent py; (k) = vop(k).

Ainsi on a montré py; = y2p et ainsi | py1p 1 = 7o

On considére v = (a1 as - ag) et v = (b1 by --- bg) deux cycles de &,, de méme longueur ¢ > 2.
Il existe une bijection ¢ : [1,n]\{a1,...,ae} —> [1,n]\{b1,...,bs} car ces ensembles ont pour méme cardinal
n — ¢. On définit alors p sur [1,n] par

Ve € [1,n] \ {a1,...,a¢}, p(x) =2 et Vie [1,4], p(a;) =b;

On montre facilement que p € &,,. Et de facon analogue 4 21, on montre py1p~ ' = o

Ainsi |dans &, deux cycles de méme longueur sont conjugués‘

On peut remarquer deux cycles a supports disjoints commutent. Ainsi dans la décomposition d’une permutation
en produit de cycle a supports disjoints, on peut regrouper les cycles par cycles de méme longueurs.

Soit 0 € &,, et T € &,,. Je peux alors écrire (en gardant la notation multiplicative) :

n  [c(o) n  [ce(r)
T(T10) o =TT (T
=2 i=1 =2 =1

ol %@) et Bi(e) sont des cycles de longueur £ et avec la convention qu’un produit vide est Id,.

= : On suppose que o et 7 sont conjugués dans &,,. Ceci nous fournit p € &, tel que pop~! = 7.
Pour un cycle v = (a1 az -+ ag),onapypt = (plar) plaz) -+ plag)).
Par ailleurs, I’application § — pfp~! est un automorphisme du groupe (&, o). donc
n ce(o)
=11 I~
=2 \ i=1

O

ou les p; pt

sont des cycles de longueurs ¢ a supports disjoints car p est bijective. Ainsi
vt e [[27nﬂv C@(T) = Cg(O')

et

n n

ci(o) =n— Zcz(a) =n— ZCg(T) =c1(7)

/=2 =2
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24.

25.

< : On suppose que V0 € [1,n], ci/(o) = co(T).

On construit 'application p : [1,n] — [1,n] qui envoie bijectivement le support de ,yi(ﬁ)

de B (pour £ € [2,n] et i € [1,ce(0)]) et {i € [1,n] |o(i) =i} sur {i € [L,n] |7(i) =i}
Ceci est possible car on a deux recouvrements disjoints de [1,n] et chaque ensemble mis en correspondance
sont équipotents (de méme cardinal).

sur le support

1

Ainsi construit, on a p € &, et I'application § — pfp~" est encore un automorphisme. De sorte que

n ce(o) 0 n ce(T) o
o =TI TT e D | =TI TI8° ) =~
=2 \ i=1 =2 \ i=1
ainsi |0 € &, et T € G,, sont conjugués si et seulement si pour tout £ € [1,n], c/(o) = co(7) ‘
D’apreés la question 22, les cycles v et ¢ = (1 2 - E) sont conjugués car de méme longueur.

D’apres la question 20, les matrices P, et P, = I'; sont semblables.
Ainsi le polynome caractéristique étant un invariant de similitude, on a x, = xr, = det (XL, — I'y).
D’oil en effectuant L; +— L; + X*~'L; pour ¢ allant de 2 & £ :

X 0 ... ... 0 -1 o 0 ... ... 0 Xt-1
-1 X 0 ... 0 0 -1 X 0 ... 0 0
0o -1 . S0 0o -1 - : 0
Xy=1]. . ) ) L= .
7 : .. .. .. 0 : .. 0
: .. -1 X 0 : .. -1 X 0
O ... ... 0 -1 X 0 ... ... 0 -1 X

puis en développant par rapport la premiére ligne

1 X 0 0
0 -1 - :
Xy=CEDTIX =D
10X

0 0 -1 |,y

et en reconnaissant une matrice triangulaire |y, (X) = X¢ — 1

Soit o € &,. On peut le décomposer en support de cycles & support disjoint o = 1 -+,
Je note I; la longueur de ~;.

1—1
Je définis pour ¢ allant a 1 & p, le cycle de longueur [; : v/ = ((pi+1) (pi+2) -+ (pi+1)) oup; = le
j=1

puis le produit de cycles a supports disjoints 7 =~} - - -’y:; € G,.
Par construction, on a V¢ € [1,p], c/(1) = co(0).
D’aprés 23 et 20, P, et P, sont semblables donc ont méme polynéme caractéristique.

Or par construction P, = diag (F117 e ,Flp,Icl(T)) (matrice diagonale par blocs) et donc
p n
Xo = xr = (H (X"~ 1)) (X =127 = [[x* = 1)
i=1 =1

On a bien montré que | x»(X) = [] (Xf _ 1)6@(0)
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26.

27.

n
On suppose que P, et P, sont semblables ainsi [] (X! — 1)%(7) = y,(X) = x+(X) =
(=1 2

(XZ . l)Cg(T)

s

1
o
Soit g € [1,n]. Soit w = exp (m) e U,.

q

Soit ¢ € [1,n].
Le théoréme de la division euclidienne nous fournit (b,r) € N tels que f =bg+r et 0 <r < qg— 1.
r2mi

Onaainsiwfzw’“:exp< )doncw£—1:0<:>r:()<:>qlf

De plus les racines de X! — 1 sont au nombres de ¢ (les éléments de Uy), elles sont donc toutes simples.
donc w est racine de X* — 1 si et seulement si ¢ | £ et dans ce cas la multiplicité est 1

Ainsi la multiplicité de w dans [ (X4 — 1)%(?) est Z ce(o)
=1 =1
alt

n n

et il en est de méme pour 7 d’ou Z ce(o) = Z co(T)
—

1
qle qle

Pour établir la propriété (S), on traite la réciproque de la question 20.
On suppose que P, et P, sont semblables. Ainsi selon la question précédente, on a

n

Vg € [[17”]]7 ZC@(O’) = ZCZ(T)
/=1

= (=1
qle qle
On note T,D = (a:l Ty - :z:n) Pour ¢ € [1,n], on a
n n
Tq = ch(a)djq = ZCK(U)
j=1 /=1
qle

Par conséquent T,D =T,D
Or la matrice D est inversible car det(D) = 1 selon 16.
donc T, = T et ainsi o et 7 sont conjugués d’aprés la remarque qui suit 22.

On a bien établi ’1& propriété (S) ‘

II.B. Endomorphismes de permutation

28.

29.

Soit u € L(E). On remarque que pour une base B = (e1,...,e,) de E et une permutation o € &, on a

Mp(u) =Py <= Vj € [1,n], ule;) = e5(;)

ainsi ’ un endomorphisme est de permutation si et seulement il est représenté par une matrice de permutation

1l existe une base dans laquelle u est représentée par P, avec 0 € G,,. D’aprés 25, P, est semblable a une
matrice diagonale par blocs dont les blocs sont des matrices de la forme I'y (¢ > 1), ot I'y est définie ci-dessus
sif>2etouly=(1)sil=1.

Ceci nous fournit une base B, tel que Mp(u) = diag(I'y,,..., Ty, ) avec £1,..., £, € N*.

De plus on a vu en II que pour tout ¢ € N*, la matrice I'; a pour polynéme caractéristique X* —1 qui est scindé
a racines simples dans C[X].
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30.

31.

32.

Ceci nous fournit Q, ... Q, matrices inversibles tel que pour ¢ € 1, p], Q;ll“gi Q; est diagonale.
En posant Q = diag(Qu,...,Qp) € Myp(C) et Q' = diag(Ql_l, ol Q;l),

par calculs par blocs, on a : QQ' =1, et Q' Mp(u)Q diagonale.

Donc Mp(u) est diagonalisable et il en est de méme pour w.

Pour i e [1,p],ona Tr(I'y,) =0sif; >2et Tr([y,) =1si ¢, =1

P
Comme Tr(u) = Tr (diag(T'y,,...,I'y,)) = Z Tr (T'y,) € [0,n]
=1

On conclut que ’u est diagonalisable et que sa Tr(u) = ¢1(o) € [0, n] ‘

Si A et B sont semblables alors, elles ont le méme polynome caractéristique, d’apreés le cours.

Réciproquement on suppose que les matrices A et B diagonalisables ont méme polynéme caractéristique.

A (respectivement B) est semblable & une matrice diagonale D = diag(A1, ..., A,) (respectivement
D’ = diag(p1, ..., muy) ) avec A, ..., A\p, i1, - - . ,muy, € C. Ainsi

n n

JIX=2)=xp=xa=x8=xp = [[(X— )
i=1 =1

Par unicité des racines et de leurs multiplicités dans un polynoéme, il existe o € &,, tel que Vi € [1,n], Ao(i) = Hi
Je considére d, I’endomorphisme canoniquement associ¢ & D et B = (ey,...,e,) la base canonique de C™ de
sorte que Mp(d) = D. Je note B' = (eg(1), - - -, €x(n)) qui est une nouvelle base de B.

On a MB’(d) = diag ()\0(1), ceey )‘a(n)) =D

donc D est semblable a D’

comme la similitude est une relation d’équivalence A est semblable a B

On a montré que ’A et B sont semblables si et seulement si elles ont méme polynéme caractéristique

On a vu en 29 qu'un endomorphisme de permutation avait sa trace dans [0,n] C N.
Réciproquement, on suppose que Tr(u) € N.

Comme u? = Idg, u est une symétrie et alors E = E1(u) @ E_1(u).

On note n; = dim (E1(u)) et ng = dim (E_1(u)).

En écrivant la matrice de u dans une base adaptée & Ej(u) G E_1(u),

on voit que Tr(u) = ny — ng ainsi ny > no.

En réorganisant les vecteurs de cette base, on peut construire une nouvelle base B telle que

Mp(u) = diag (A, ..., A, 1,,_n,) matrice diagonale par blocs dans laquelle il y a n1 occurrences de la matrice
diagonale A = diag(1, —1).

Or la matrice A est semblable R = <(1) (1)> (matrice de réflexion)

Ceci nous fournit une nouvelle base B’ telle que Mp (u) = diag (R, ..., R, L, —n,)
donc Mpi(u) =Py ot o =71...9m, oy, = ((25 — 1) (2§)).
d’ott u est un endomorphisme de permutation.

On a montré que ’u est un endomorphisme de permutation si et seulement si Tr(u) est un entier naturel

= : Le sens direct de la question précédente persiste selon la question 29.
< et k=3: On suppose que Tr(u) € N et v® = Idg.
On traite ce cas de fagon analogue au cas k = 2.

Le polynéme X? — 1 est annulateur de u donc u est diagonalisable et Sp(u) C {1,j,]j}.
On note n; = dim (E;(u)) et no = dim (Ej(u)) et n3 = dim (Eg(u))
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On a alors ny + noj + n3j € N.

En regardant la partie imaginaire puis la partie réelle, on a ny = ng puis n; = ne.

Ainsi la matrice de u dans une certaine base est diagonale par blocs avec des blocs de la forme diag (1,j,j)
ou I, —p,

Pour conclure comme ci-dessus, il suffit de montrer que diag (1, j,j) est semblable a4 une matrice de per-
mutation.

On considére o = (1 2 3) € 63 cycle de longueur 3.
On a s = X® — 1 scindé a racines simples : 1,j,]
donc P, est diagonalisable donc semblable & diag (1, j,j)
ce qui permet de conclure comme ci-dessus que u est une matrice de permutation.
< et k=4: On suppose que Tr(u) € N et u* = Idg.
Si n = 1, alors la matrice d’une homothétie de rapport A € N tel que A* = 1 donc en A = 1 et toute
matrice de u est (1) matrice de Idg;y € &;.
On se place dans le cas ou n > 2.
On considére u dont la matrice dans une base de E est la matrice diagonale diag(i, —i,1,...,1).
Onau*=1Idg et Tr(u) =n—-2€N
Par I'absurde si u était un endomorphisme de permutation notée o.
Alors avec 25, on a

n

(XD )X~ 1) = 3, (X) = xo(%) = [[ (X ~1)"
/=1

Si ¢¢(0) # 0, alors comme —1 n’est pas de X — 1, d ¢ est impair et donc i n’est pas racine de X! — 1.
Il y a 14 une contradiction. Ainsi u n’est pas un endomorphisme de permutation.
Conclusions :

Si u? = Idg alors,

u est un endomorphisme de permutation si et seulement si Tr(u) est un entier naturel‘

Sin = 1etu* = Idg alors ’ u est un endomorphisme de permutation si et seulement si Tr(u) est un entier naturel‘

mais |si n > 2 il existe un endomorphisme u qui n’est pas de permutation tel que u* = Idg et Tr(u) € N‘

Remarque : en temps limité, pour le cas k = 4, je me serais contenté du contre-exemple avec n = 2 ce qui est
largement suffisant.

33. On suppose que u est un endomorphisme de permutation.
Alors u est représenté dans une certaines base par la matrice P, avec o € &,, et donc

Xo = Xo = f[ (x - 1)62(0)

(=1

Ainsi u vérifie la condition (a)

La groupe (&, 0) est fini d’ordre n! donc o est d’ordre fini N (on sait que N | n!)
donc (Po)N =P x =1, puis uN = dg

d’ou u vérifie la condition (b)

Réciproquement on suppose que u vérifie les conditions (a) et (b)
Comme XN — 1 est scindé a racines simples, u est diagonalisable.

n
On écrit x, = [[ (X — 1) avec c1,...,c, € N.
(=1
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34.

35.

On peut alors trouver une base de vecteurs propres de u dans laquelle les matrice est diagonale par blocs de
matrices diagonales tailles £ (1 < £ < n) dont le polynéme caractéristique est X¢ — 1.

Pour conclure , il suffit de montrer que pour ¢ € N*, la matrice diag ((w)wew) est semblable & une matrice de
permutation (comme dans les questions précédentes)

On peut remarquer comme précédemment que tout cycle v de longueur ¢ de &, convient.

En effet P, € M,(C) et x,(X) = X* — 1.

ainsi ’u est un endomorphisme de permutation si et seulement s’il vérifie (a) et (b) ‘

ou (a) et (b) sont les deux conditions suivantes :

n
(a) il existe des entiers naturels ci, ..., c, tels que x, = [ (X! — 1),
(=1

(b) il existe N tel que u™ = Idg.
Comme x4, et x, sont dans C[X], ces polynomes sont scindé d’aprés d’Alembert-Gauss.

Ainsi u et v sont trigonalisables.
On note Sp(u) USp(v) = {A1, A2,..., Ay}

On note my, ..., m, les multiplicités associées dans x, respectivement & Ay,..., \p.
P P

On remarque que Zm, =net xu(X) = H(X — i)™ et les m; € N.
i=1 i=1

Alors w est représentable par une matrice triangulaire dans une base B avec m; occurrences de A; pour i € [1, p].
Ainsi pour k € N, uF est représentable par une matrice triangulaire dans une base B avec m; occurrences de

p
AF pour i € [1,p] donc Vk € N, Tr (u) = mef.
i=1

i X - )\] pil k
= ap X" ol les a; € C.

Soit j € [1,p]. Je note L; =
i=1
i#]
On a Vi € [1,p], L;j (A;) = d;; (symbole de Kronecker). Ainsi

p—1 p—1 p D p—1 D
> apTr (uk) => (Z me) =D mi Y aphf =) miLi () =m;
k=0 k=0 i=1

k=0 \:=1 i=1

En notant pour i € [1,p], n; la multiplicité de \; dans x,, on a de maniére analogue

p—1 p—1
n; = Zak Tr (vk> = Zak Tr (uk> =m;
k=0 k=0

p p

donc x,(X) = H(X —A)" = H(X =)™ = xu(X)
i=1 i=1

d’ou ’u et v ont méme polyndme caractéristique‘

Autre méthode : On peut aussi le faire avec la matrice de Vandermonde de A1,...,\, et remarquer que
(m1 —nq,...,my —ny) est dans le noyau d’icelle.

C’est sans doute plus court.
= On suppose que u est un endomorphisme de permutation.

Alors u peut étre représenter par une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont de la
forme I'y avec ¢ € [1,n] selon 28 et 25.
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Pour ¢ € [1,n], je note c¢ le nombre d’occurrences du bloc I'y = P, ot 7; € &, est un cycle de longueur ¢
n

Ainsi Tr(u*) = Z cg Tr (Ff)

(=1
Si {4 | k, alors comme Ff = Iy et dans ce cas Tr (Ff) =/.
Si ¢ fk, alors T'y a pour polyndme caractéristique X! — 1 ainsi I’y est semblable a diag(1,w,...,w’"!) ou
¢
o 1— (o)
w=e ~ ). Comme w* #1,onaTr(Th)=—"—"72 =0
Xp<€> w#a (E) l—wk
donc Tr(u Zéce ol les ¢y € N.
=1
ok
< On suppose l'existence des entiers naturels ¢y, ..., ¢, tels que, pour tout k € N, Tr(u ZECg

Z\k

n
Pour k = 0, on trouve n = Tr(Idg) = Z ley = ZECK

e\o
On peut alors considérer alors la matrice de permutation A € M,,(C) diagonale par blocs dont les blocs
diagonaux sont les I'y (avec £ € [1,n]) avec une occurrence de ¢;.

On note B la matrice représentant v dans une base militaire.

Avec le travail fait dans le sens direct, on a

Vk € N, Tr(A%) = Zec@ ( k) —Tr (Bk>

K\k

En utilisant 34 avec les endomorphismes canoniquement associés, A et B ont méme polyndéme caractéris-
tique.

or A est diagonalisable car A est une matrice de permutation et B l'est car u 'est.

donc selon 30, A et B sont semblables

donc A représente u dans une nouvelle base.

ainsi u est une matrice de permutation.

En conclusion :

u est un endomorphisme de permutation si et seulement si Jeq,...,¢, € N, Vk € N, Tr(u chz

Z|k

II1. Valeurs propres de la matrice de Redheffer

36. Je note Cp = (ij)1; j<n

n n
Sii=j=1: alorsc; = Zalkhkl = Zu(kz) =
k=1
n

Sii>1letj=1: alors Ci1 = Zaikhkl =1hp+0=1
k=1
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37.

38.

n
Sii>1letj>1: alors Cij = Zaikhkj = 1hij +0= hij
k=1
donc ¢; j =1 si et seulement si i[j et sinon ¢; ; =0

On remarque dans ce cas si ¢ > j, ¢; j = 0 et que si ¢ = j, alors ¢; j = 1.

Sii=1et j>1: alorsen utilisant la partie I et en particulier la question 12 :

c1j = Zalkhkj = Zﬂ(k)hkg ZM 1(j/k) =6(j) =
k=1 k=1

k|j

La premiére ligne de la matrice C,, est (M(n) 0 --- 0).

En développant le déterminant la matrice Hy, selon cette ligne, on a det (Hp) = M(n) det(T) ou T = (cij)oe; i, €
M;,—1(C)

A D’aide des calculs des coefficients de C,,, la matrice T est triangulaire supérieure avec 1 comme seuls coefficients
diagonaux

ainsi ’det H,, = M(n) ‘

Je note Bn()\)()\ln - Hn) = (Tij)lgi,jgn de sorte que : rij = Z bk (5k,j)\ — hkj) = )\bij — Z bikhk:j-
k=1 k=1

Sii=j=1: alorsr“_)\bll—Zblkhkl_)\b Zb Ykt = A=Y _b(k)
k=1

Sii>1etj:1: alorsn,lz/\bﬂ—Zbikhkl:O—hﬂ—O:—
k=1

n
Sii>1et j>1ets 75] : alors Tij = )\bij — Zbikhkj = /\(5@‘ — hij —-0= )\(Sij — hij = —hij
k=1
donc r;; = —1 si et seulement si i|j et sinon r;; =0
On remarque dans ce cas si i > j, r; j = 0.

SlZ:j>1 ’I”mZA—hu':A—l

A
Sii=1letj>1: rj=Ab()) Zb Yy =3 > bld)— Y b(k)=b(j)=0

d|j, d#j klj, k#j

Ainsi en calculant le déterminant de la matrice B, (A)(AL,—H,,), on a un calcul analogue & la question précédente,
les coefficients diagonaux de la matrice triangulaire de taille n — 1 devenant A — 1. Ainsi

det (Bo(A)(AL, — H,)) = (A - ib(k)) (A— 1)
k=1

La matrice B, (\) étant triangulaire, on a det (B,(\)) = b(1) x 1"t =1 car b(1) = 1

Ainsi @ | xn(A) = 1det (AL, — H,) = (A—1)" — (A = 1)1 ib(g)

Soit n € N*. On a :

Zf b(n/d) = (1+ w) 25 b(n/d) — Z b(n/d) = (1+ w)b wa n/d)

din
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39.

40.

Comme d € D, — 7 € D, est une bijection de bijection réciproque elle méme, on

(f«b)(n) = (1+w)b(n)— wa(d) =b(n) —w Z b(d)
din

d|n ,d#n

Sin=1,alorsona (fxb) (1) =b(1l) —0=1=04(1).
Sin#1,alorsn>2etona (fxb)(n)= <1—w> Z b(d) =0
On a bien établi que

Onaf(l)=14w)d(l)—wl(l)=1=14w—wetpourn >2,onaf(n)=(1+w)dn)—wlln) =—-w.
Soit s € R. Comme f est stationnaire de limite non nulle, on a
f(k 1
Z IE;S) converge absolument si et seulement si Z 7s converge c’est & dire s > 1
k k
On trouve alors ’Vs > 1, Le(s) =1+ w — whq(s) ‘
+00 w
Soit s > 1. On a Lg(s) =1 — Z =i 1 — A(s) en ayant noté A = Ly,1_¢).
k=2
En reprenant le résultat asymptotique de Q18 (étape 2), on a lim A(s) =0.

S$——+00

Ce qui nous fournit R > 0 tel que Vs > R, |A(s)| < 1.
Soit s > R. On a alors

Ll S g (e
Le(s)  1-A(s) 2=

On suppose dans un premier temps que A > 1 et donc que w > 0.

Montrons par récurrence sur m € N* que Z w™ Dy, (k)k™% converge et que A(s
k>2

Initialisation : On remarque que Vk > 2, Di(k) =1 et que
—+00 w —+00

DD ST
k=2 k=2

et on a bien la convergence de Z w' Dy (k)k™*.

Z w"D,,

k>2
Hérédité : Soit m € N* tel que la propriété soit vraie.
Alors les séries Z w'Dy(p)p~* et Zme ~% convergent de sommes respectives A(s) et A(s)™
p=2 q=2

Pour p > 2, la série Zwm‘HDl(p)Dm(q)(pq)_S converge de somme A(s)™

q=2

Et par linéarité, la série ZA(s)mwlDl(p)p_s converge de somme A(s)™ 1.

p=2

Comme la famille (w™ D1 (p)Di(q) (PQ)_S)p =2

> w™ Dy (p)Dim(g) (pg)~* = A(s)™ !

p=2
q=2
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Pour k > 2, je note I = {(p,q) € N? |p,g =2 et pg=1Fk}
“+o0o

de sorte que {(p,q) € N? |p,q > 2} = U I (union disjointe dénombrable)
k=2

Ainsi par théoréme de sommation par paquets : on a

m+1 Z Z merlD1 D Z Z ’wm+1D D ()k

k=2 (p,q)€l) k=2 (p,q)€l}

Pour décomposer un entier k > 2 en m + 1 facteurs > 2, on commence par choisir un diviseur p > 2 et tel
que k/p > 2. Puis on décompose k/p en m facteurs > 2. On obtient alors

Diyi(k) = Y Du(k/p)= > Di(p)Dum(k/p)= > Di(p)Dm(q)

plk plk (p,9) €Ly,
2<p<k/2 2<p<k/2

donc A(s)™H = ZmeD +1(k)k™° et on a bien la convergence de ZmeDmH(k)k_s

k>2
Conclusion : On a bien Vm € N¥, Z w™D,,
Ainsi selon (xx), pour tout s > R, on a
+oo +oo +oo +oo
Y S D0 =1+ 3 3 Dy < 40
m=1 k=2 k=1m=2

Comme Vk > 1, Vm > 2, m™*w*Dy(m) > 0, la famille est sommable et on peut donc appliquer Fubini :

+o0o +0o0

—1+ZZm kak —1+Zm_82kak

m=2 k=1

Pour m > 2 et k € N*, je remarque que si m < 2¥ alors Dy (m) = 0 or

o <me=k< < k < [logy m|

[logy m]

+oo
=1+ Z m~* Z w*Dy,(m)
) m=2 k=1

Dans le cas ou A < 1 et w < 0, on travaille avec N =2 — X et w' =

donc
Lg(

vo1°= |w| pour établir les sommabilité
des différentes familles doubles. Ensuite la sommabilité étant acquise, les calculs (sommation par paquets et

Fubini) restent valables et on a bien, dans tous les cas :

1 400 [logy m |
pour s réel suffisamment grand, —— =1+ m~° w*Dg(m
L~ e

(en fait le cas A > 1 suffisait pour les questions suivantes).
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41.

42.

[logg m
Je définis ¢ € A par ¢(1) =1 et pour m > Z w*Dy,(m

De sorte que d’aprés la question précédente, pour s réel suffisamment grand, on a = Lc(9).

b
Lf(S)

En reprenant les notations du L.E et & I’aide de 19 (valable pour toute fonction arithmétique), on a A. (Le) < +00

et pour s assez grand
Ls(s) =1 = Lg(s)Le(s) = Lse(s)

Dans la question 18, on remarque que 1’égalité ci-dessus pour s assez grand, suffit & obtenir 1’égalité : § = f *xc

donc comme 'anneau (A, +, %) est commutatif, f est inversible d’inverse c.
Or d’aprés 38, f est inversible d’inverse b.
Par unicité de 'inverse, on a donc

D’aprés 37, on a alors

n  [loggm]|

Xn(N)=A-1"=A=1)" 1Y Z wFDy(m) = (A - 1)" = (A=1)"1 Y WDy (m)
m=2

dans le troisiéme membre, on a rajouté des 0. Or

n  |logyn] [logy n [logy 7| n
YN whDem)= > Wb Ditm)= > A-1)7T"> Dp(m)
m=2 k=1 k=1 m=2 k=1 m=2
[logy n]
done | xn(A) = (A=1" = > (A=1)""F18(n)
k=1

Comme deux polynémes qui coincident sur une infinités de valeurs sont égaux, on a alors

[logy n] [loga 7]
Yo = (X=1)"= 3 (X1 F 18, (n) = (X— 1) lomnl=t | (x - pliomnet 3 (x - p)loma kg, (n)
k=1 k=1
[logz n]
Je note Q(X) = (X — 1)llos2nJ+1 _ Z (X — 1)lee2nl=kg, (n)
k=1
De sorte que y,(X) = (X — 1)~ logzn]-1Q(X)
[logy -1
et on a Q(l) =0- Z 0— SLlogQ n| (n) = _SLIOgQ n| (n)
k 1
Enfin S|4, 5| (1 Z Djiog,n|(m) or n > 2 donc 2 < 2logan] < Ainsi

SUOg2 n| (n) >0+ DUng nl (2[10g2 nJ) -1

donc Q(1) # 0 car Q(1) < —1

ainsi ’Hn posséde 1 comme valeur propre de multiplicité est exactement n — |logyn| — 1 ‘
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