DS3 de MP
15.10.22

Devoir surveillé
Durée : 4h

En dehors de sa derniére question, la partie II est indépendante de la partie I. La partie 0 permet de calculer
I'intégrale de Dirichlet en I.1.b.i.

Partie 0 — Préliminaires pour le calcul de 'intégrale de Dirichlet

71'/2 sin((2n+1)t)
sin(t) dt.

.1 Montrer que pour tout n € N, U'intégrale J, est bien convergente.

Pour tout n € N, on introduit l'intégrale J,, =

.2 Montrer que (J,,) est une suite constante.

.3 On définit la fonction ¢ par ¢(0) = 0 et, pour tout ¢ €]0, 5], ¢(t) = + — O

a Montrer que ¢ est de classe C! sur [0, 7/2].
w/2 sm((2n+1)t)d

b En déduire que foﬂ/Q @(t) sin((2n+1)t)dt tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini, puis que |, :

tend vers 5 lorsque n tend vers l'infini.

Partie I — Intégrales généralisées de Dirichlet

1.1 Les sous-questions sont indépendantes.
a On considere la fonction

g: R —- R
sin(t) sit # 0
t t
1 sit=0
Montrer que la fonction est de classe C! sur R.
b
i Prouver la convergence de l'intégrale impropre f oo :’m(t) dt, et vérifier (grace a la partie 0) qu’elle
vaut I.
2

ii Déterminer, pour tout 7 € N*, la valeur de I'intégrale impropre f oo Smfﬁdt.

¢ Donner le développement hmlte en 0 a lordre 4 de la fonction ¢ : t — In(g(¢)).
d On rappelle que fo =% du = .

In(n)

nt2

Donner, lorsque I'entier naturel n tend vers +oo, un équivalent de |, VT e % dt.

1.2 Soit n un entier naturel au moins égal a 2.
a Vérifier que Pintégrale impropre [ oo Mdt est convergente.
Remarque — sin™ est la fonction sin élevée & la puissance n (i.e. sin™(¢) = (sin(¢))™ pour tout (n,t) € N* x R),
et non I'itérée n fois de la fonction sin. |
b Quelle est la valeur de f0+°° Smt#dt?
I.3 On pose, pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ > 0, hy,(t) = sin"(t).
Soit m un entier naturel au moins égal a 2.
a Soit k € [[0,n —1]. Justifier 'existence d’un réel K > 0 pour lequel, pour tout réel ¢, on a |h£1k)(t)| < K.

b
i Quel est le développement limité a 'ordre n en 0 de la fonction h,, 7
, Bk
ii Etablir légalité : lim %l = oo
)
¢ Justifier, pour tout entier £ € [[0,n — 2], la convergence absolue de l'intégrale [, oo ht’; ) q¢.

oo hlm

d Justifier la convergence de l'intégrale fo 7()dt et établir I’égalité

/Om (@)ndt = (n—l 01 /;Oo hsln_tl)(t) d




1.4 Soit n € N*.
a Etablir, pour tout réel ¢, I’égalité

2n
: n 1 n Zn i(2n—
hon(t) = sin®"(t) = I E (-1) +k( . )6 (2n—2k)t

k=0

b En déduire, pour tout réel ¢, 'égalité

n
(2n 1) Z n+] (n N j)anl Sln(2jt)

J=1

¢ En déduire I’égalité :
o] : 2n n
() = e gy e (2 )
t 2 (2n-1) (2n—1)! n+j
0 =

. (o +oo [ sin(t) "
L5 ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE DE TERME GENERAL [ dt.

z
s . 52 . +o00o (sin(t) _ 1
EProuver, quand l'entier n tend vers +oo, I’évaluation f% (—t ) dt=o0 (f)
i Etudier la monotonie de la fonction ¢ — sur l'intervalle ]07 2]
ii En déduire, quand 'entier n tend vers 400, I’évaluation asymptotique :

[ () 0 (1)

Indication — On pourra, en utilisant le résultat de la question I.1.c, donner un équivalent de In (Sme(is”» ou
_ In(n)

En =~
c

i Justifier 'existence de a > 0 tel que, pour tout u € [0,a[, on a: |[e”™ — 1| < 2u
ii Justifier 'existence d’un réel b > 0 tel que, pour tout ¢ €]0, ],

: 2
7t3<1n<@)+%<0

sin(t)

Indication — On utilisera le résultat de la question IL.1.c.
iii En déduire, pour tout entier n assez grand, 'inégalité

In(n)

< / (1— e ")dt
0

In(n) . " In(n)
v (sin(t Ve nt?
/ ( ( )) dt—/ e~ "6 dt
0 t 0

puis, toujours quand ’entier n est assez grand, l'inégalité

W (sin())" Ve
/ ( > dt — / e~ 5 dt| <2
0 t 0
d En déduire, lorsque Ientier n tend vers +oo, I’équivalence :
+oo : n
t
[ () a2
0 t 2n

Indication — On se souviendra du résultat I.1.d.

In*(n)

n

Partie IT — Montées d’une permutation de [[1, n]]

On appelle, pour tout entier naturel n non nul, montée d’une liste a = (a1, ..., a,) d’entiers naturels distincts
deux & deux toute sous-liste (ap, apt1,---,aq) (avec p < ¢) vérifiant les conditions

(p=1louay_1>ap) et (ap <apy1 <---<ay(sip<q)) et (g=mnoua; > agt1)



On note M(a) le nombre de montées de la liste a. Par exemple, les montées de la liste a = (2,5,7,6,1,4,3,8)
sont (2,5,7), (6), (1,4) et (3,8), et donc M(a) = 4.

On définit de méme la notion de descente d’une liste a d’entiers naturels distincts deux a deux et son nombre
de descentes D(a). Par exemple, les descentes de la liste a = (2,5,7,6,1,4,3,8) sont (2), (5), (7,6,1), (4,3), et
(8), et donc D(a) = 5.

On note, pour tout entier naturel n non nul, S,, 'ensemble des n-listes d’éléments de [1, n] distincts deux a
deux.

11 est clair que, pour toute liste a de S,,, on a1 < M(a) <net 1< D(a) < n.

Enfin, pour tout entier naturel k, on note F, (k) le nombre de listes a de S,, ayant exactement k montées.
Autrement dit, E, (k) = Card{a € S,,, M(a) = k}. On a donc E,(0) = 0, ainsi que E, (k) = 0 pour tout entier
k> n.

II.1 Soit n € N*.

a Déterminer les valeurs de E,, (1) et E,(n).
b Soit k € [1,n] un entier fixé. Donner un exemple de liste a de S,, pour laquelle M (a) = k.

I1.2 Déterminer, pour tout entier naturel n non nul et pour toute liste a de S, la valeur de M (a) + D(a).
Indication — En notant, pour ¢ € [1,n — 1], s; la somme du nombre de montées et du nombre de descentes de

(ai1,...,a;), on évaluera, en fonction du nombre s;, la somme s;; des nombres de montées et de descentes de
(a1,...,aiy1).
I1.3 Soit n € N*. On associe, a toute liste a = (ay, ..., a,) de Sy, la liste

Yla)=m+1-a,n+1l-as...,n+1-ay)

a Vérifier que I’application ¥ est une bijection de S,, sur S,,.

b En déduire, pour tout entier k de [[1,n]), égalité : E, (k) = E,(n+ 1 — k).
I1.4 CALCUL DE E,(2)
Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

a Quel est le nombre de couples (A, B) de parties non vides de [[1,n] tels que

AUB=[1,n] et ANB=10

b Etablir Iégalité : E,(2) = 2" — (n+ 1).
IL.5 UNE RELATION DE RECURRENCE
Soit n un entier naturel non nul. A toute liste a = (a1y...,an4+1) de Sp41, on associe la liste ¢, (a) de S,
obtenue en dtant I’élément (n+1) de la liste a. Par exemple, dans le cas particulier o n = 5, sia = (3,4,1,5,6,2),
alors ¢5(a) = (3,4,1,5,2) et si a = (6,3,4,1,5,2), alors ¢5(a) = (3,4, 1,5,2).
a Soit b = (ay,...,a,) un élément de S,,. Comment s’écrivent les éléments de S,+1 dont I'image par ¢,
est égale a b?
b Soit k dans [[1,n] et soit b dans S, tels que M (b) = k. Quelles sont les valeurs possibles de M (a) pour
un élément a de S,11 dont 'image par ¢,, est égale a b7
¢ Etablir, pour tout entier k& de [1,7n]], Iégalité :

Eopi(k+1)=(k+1)E,(k+1)+ (n+1—Ek)E,(k)

Vérifier que cette formule tient également pour k = 0 et pour tout entier k > n.
d Donner, en détaillant le calcul de E5(3), les valeurs de F,, (k) pour tous les couples d’entiers (n, k) tels
que 1 < k < n < 5. On consignera les résultats dans un tableau, n étant I'indice de ligne et k I'indice de colonne.

I1.6 LA FORMULE DE WORPITZKY
Etablir, pour tout entier n € N* et tout entier k € [1, n]), I’égalité

il n+1
En(k) =Y (~1)F <k N )y
i=1 J
Indication — On raisonnera par récurrence sur ’entier n.

I1.7 UNE EGALITE MIRACULEUSE !
Justifier, pour tout entier naturel n non nul, ’égalité :

Fon_1(n) = %(271 - 1)!/O+OO (Sin(t>)2n at

t




