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Exercice 1 (CCINP 2023)

Soit E un K-ev de dimension n, B = (e1, . . . , en) une base de E et f ∈ L (E). On suppose que
f(ei) = v pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]] avec v ∈ E.

1. Donner le rang de f .

2. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 2 (CCINP 2023)

On pose ∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) = (x2 + 1)
nex + xe−x

n+ x

1. Démontrer que la suite de fonctions (fn)n converge uniformément sur [ 0 ; 1 ].

2. Déterminer lim
n→+∞

∫ 1

0

(x2 + 1)
nex + xe−x

n+ x
dx

Exercice 3 (CCINP 2023)

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par P(X = n) = pn
pour n entier. La fonction génératrice de X est notée GX et elle est dé�nie par GX(t) = E(tX) =
+∞∑
n=0

pnt
n.

1. Prouver que l'intervalle ]−1 ; 1 [ est inclus dans l'ensemble de dé�nition de GX.

2. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N. On pose S =
X1 +X2. Montrer que GS(t) = GX1(t)GX2(t) pour t ∈ ]−1 ; 1 [ :

(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entières ;
(b) en utilisant uniquement la dé�nition de la fonction génératrice GX(t) = E(tX).
Remarque : On admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable à
n variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une
boule numérotées 2. Soit n entier non nul. On e�ectue n tirages successifs, avec remise,
d'une boule dans ce sac. On note Sn la somme des numéros tirés. Soit t ∈ ]−1 ; 1 [.
Déterminer GSn(t) puis en déduire la loi de Sn.

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

Soit E un R-ev de dimension �nie et f ∈ L (E) tel que f 2 = − id .

1. Montrer que dimE est paire.

2. Montrer que Vect (x, f(x)) est stable par f pour tout x ∈ E.

3. On suppose dimE = 2n avec n entier non nul. Montrer qu'il existe des vecteurs e1, . . . , en
de E tels que B = (e1, f(e1), . . . , en, f(en)) est une base de E et préciser matBf .
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Exercice 5 (Mines 2023)

Soit A =

Å
1 1
1 1

ã
. Résoudre en M ∈ M2(R) l'équation M2 +M = A.

Exercice 6 (Mines 2023)

1. Soit A ⩾ 0 et f , g dans C 0(R+,R+). On suppose

∀x ⩾ 0 f(x) ⩽ A+

∫ x

0

f(t)g(t) dt

Montrer ∀x ⩾ 0 f(x) ⩽ Aexp

Å∫ x

0

g(t) dt

ã
2. On considère l'équation di�érentielle

x′′ + a(t)x = b(t) (∗)

avec a, b dans C 0(R+,R) et b et t 7→ ta(t) intégrables sur R+. Soit x une solution de (∗).
(a) Établir

∀t ⩾ 1 x(t) = x(1) + (t− 1)x′(1)−
∫ t

1

(t− u)a(u)x(u) du+

∫ t

1

(t− u)b(u) du

(b) On pose ∀t ⩾ 1 y(t) =
|x(t)|
t

Montrer qu'il existe K ⩾ 0 tel que

∀t ⩾ 1 y(t) ⩽ Kexp

Å∫ t

1

u |a(u)| du
ã
⩽ Kexp

Å∫ +∞

1

u |a(u)| du
ã

Exercice 7 (Centrale 2023)

1. Rappeler la dé�nition de la fonction indicatrice d'Euler puis, pour n entier non nul,
exprimer φ(n) en fonction de sa décomposition en facteurs premiers.

2. Pour n entier non nul, calculer
∑
d|n

φ(d).

3. En déduire le déterminant de C =
(
i ∧ j

)
1⩽i,j⩽n

avec n entier non nul.

Exercice 8 (Centrale 2023)

Soit A ∈ Md(C). On note ρ(A) = Max
λ∈Sp (A)

|λ|. On pose

∀n ∈ N∗ un = n
√

|Tr (An)|
1. Si Sp (A) est un singleton, montrer un −−−→

n→∞
ρ(A).

2. Donner un exemple de matrice A ∈ M2(C) telle que la suite (un)n⩾1 ne converge pas.

3. On suppose que la matrice A admet au moins deux valeurs propres distinctes.

(a) Soit z ∈ U. Montrer que 1 est valeur d'adhérence de la suite (zn)n.
(b) Montrer que ρ(A) est valeur d'adhérence de (un)n⩾1.
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