ISM MP, Mathématiques
Année 2023/2024

Préparation a ’oral - Feuille n°1

Exercice 1 (CCINP 2023)

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. Soit f : [a;b] = R et 2y € Ja;b[. On suppose f continue sur [a;b] et dérivable sur
la;xo[ et |zo;b[. Montrer que si f” admet une limite finie en ¢, alors f est dérivable en
To avec

@) — /(o)

3. Montrer que I'implication suivante est fausse :

f dérivable en zy =  f’ admet une limite finie en x
1
On pourra considérer g définie par g(z) = 2% sin (—> pour z # 0 et g(0) = 0.
T

Corrigé : Exercice 4 CCINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

. ~ ’ . ’ ’ 1 2
1. On considére la série de terme général u,, = avec n > 2 et « réel.
n(lnn)>

(a) Si a <0, en utilisant une minoration simple de u,, montrer que la série diverge.
(b) Si a > 0, étudier la nature de la série.

(e~ (1) )

e — |1+ — en
n

2. Déterminer la nature de la série .

2 (4 )

Corrigé : Exercice 5 CCINP 2023

Exercice 3 (CCINP 2023)
Soit E un K-ev et u € Z(E).

1. Etablir V(P,Q) e K[X]?  (PQ)(u) = P(u) o Q(u)

2. (a) Montrer V(P,Q) e KIX]?  P(u)o Q(u) = Q(u) o P(u)
(b) Soit (P, Q) € K[X]?. Montrer
P annulateur de v = PQ annulateur de u

. -1 -2
3. SomA_<1 9

annulateur de A.

Corrigé : Exercice 65 CCPINP 2023

>. Déterminer y puis en déduire que R = X* + 2X3 + X2 — 4X est



Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

%0 Aret t
Pour x réel, on pose F(z) = / &g) dt
0 t(1+1?)

1. Montrer que F est définie et de classe € sur R.
2. En déduire une expression simple de F(z) pour x réel.
Corrigé : 1. I’intégrande est impaire et on va donc se restreindre a 1’étude sur R,. On pose
Arctan (zt)
t(1+12)
avec X =R, et I =]0;+00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité 4 sous l'inté-
grale.

V(z,t) e X x 1 flz,t) =

e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux. Puis, on a

fat) ~ 2 et fat) — o<1>

t—=0 t t—0 t—+00 t2

ce qui prouve Uintégrabilité de ¢t — f(x,t) sur I.
ePourt €l,onaz— f(x,t) € €Y(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

af 1

v eXxl ) = gy )

of

ePourzeX,onat— a—(x, t) € Cpm (I, R) par théorémes généraux.
T

e Domination : On a
1
1+t

V(z,t) e X x 1 ’%(m,t)' < p(t) avec p(t) =

+0o0
i
La fonction ¢ est dans %,,,(I,R,), intégrable sur I puisque / p(t) dt = [Arctan t];> = 5
0
Par imparité, on étend le résultat sur R et on conclut

Fe¢' (RR)|

2. Soit x > 0 et = # 1. Par décomposition en éléments simples, on trouve
1 1 { 1 x? }
(14+2)(1+222)  1—a2 [14+12 14 222

On suppose également = # 0 pour l'intégration du second membre. Il vient
1 =« T

1 +00 1 $2
F/ — |: — = —_— ]_ — e ————
(=) 1—x2/0 112 1+a22 22 Y = 5y
La formule vaut aussi pour z = 0. Par ailleurs, comme F’ est continue sur R, on a F'(1) =
hrr% F'(z) et par conséquent
z—

™

Remarque : Pour faire efficacement la décomposition en éléments simples, on peut considérer

1 Pu+1—a2?(u+1) 1

(1T+u)(I+22u)  (1+u)(1+22u) 1-— 22




et 'appliquer en u = ¢2.

Par intégration, il vient

En complétant par imparité de F, on conclut

gln(1+x) sizx >0
Ve eR F(z) =

—gln(l—x) siz <0

Exercice 5 (Mines 2023)

2

Ty .
, 0,0
On pose Y(z,y) € R? Flzy) = a2 +y? si (z,y) # (0,0)

0 sinon

Etudier la différentiabilité de f.

Corrigé : La fonction f est rationnelle bien définie sur R2~.{(0,0)} d’ou f € €1 (R*~{(0,0)},R).
On observe

Yr.y) €RN{0.0)  |fey) = .0 <] et o] o0

d’ou la continuité de f en (0,0). On a

Vo € R* =0 > 0
3;'—0 x—0
0,y) — (0,0
et Vy € R* /(0.9) f(’):() 0
y—20 y—0

ce qui prouve que la fonction f admet des dérivées partielles en x et y en (0,0). Si la fonction f
est différentiable en (0,0), on a

o) = £0,0)+ 510,00+ L 0.0y + o)1) = Va7 F 2000

Or, on observe, pour t # 0

flt,t) 1 1 40
V222 2V2 90 2,2
ce qui contredit la fait que f(z,y) = /22 + y?0(1). On conclut

La fonction f n’est pas différentiable en (0,0).

Exercice 6 (Mines 2023)

Soit (€2, 27, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte positive.

1. Montrer PX>z) ——0



2. On suppose E(X) < +oo. Etablir
1
PX>z) = o <—>

T—+00 T

3. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes identiquement dis-
tribuées a valeurs dans N. On pose

V(n,w) e N* xQ  R,(w) = Card {X;(w),...,Xp(w)}

(a) Etablir E(R,) = ;2219 (O {X; = k})

(b) Si les X; suivent la loi géométrique de paramétre p € | 0; 1, déterminer un équivalent
simple de E(R,,) lorsque n — +00.

(c) Dans le cas général, montrer E(R,) = o(n).
n—-+0oo

Corrigé : 1. Soit z réel. On a {X >z} C {X > [z} et par continuité décroissante

Ainsi PX>z) ——0

2. Soit x réel. Par positivité de X, on a

X 2 Xlxzay 2 2lixz0

d’ot E(X) > E (Xl{xsqe}) = 2P(X > 2)
On note X(Q2) = {zx, k € N}. On a

+00
E (Xlixsq}) = ];)xk]l[O;xk](ﬂf)P(X = 1})

On pose V(k,z) e Nx R up(x) = 211[0 0,1 (2)P(X = 2)

La série de fonctions converge normalement donc uniformément sur R puisqu’on a pour k entier
|luk||oo = zxP(X = x1) terme de série convergente puisque la variable X est d’espérance finie. On
observe

VEeN  wug(z) ——0
T—r+00

Ainsi, par double limite, il vient

+00

é“k(l‘) —— > lim u(z) =0

T—r+00 k=0 T—r+00

Autrement dit E (X]l{X%}) —0
T—+00
1
Et on conclut PX>z) = o <_>
T—+00 T

3.(a) 1. Soient a et n entiers. On a

Xy, X} = (X, X N[ a]) U ({X, . XK N [a+ 15 +00])
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d’otl R, = Card ({Xy,..., X} N[1;a]) + Card ({Xy,..., X, }N[a+1; +00])

.....

=
j=w,
2
I
(]
=
/_\
-
~—
25
Il

k}) +an,a avec O g :E(Card {Xl,,Xn}ﬂ[[a—i—l, +00 l])

n

On a {Xi,.. . X} N[a+1; w00 ] = [ J{Xe} na+1; +00]
k=1
d’ou Card ({Xy,..., X, Nla+1;+00]) < X 1ix,5at1)
k=1
et par conséquent Ape <NP(X; > a+1) = o1)
a—+00

Faisant tendre a — +00, on obtient

E(R,) = ;Zojp (U {X; = k;})

3.(b) On note ¢ = 1 — p. Soient n et k entiers non nuls. On a

P(U{Xizk}) =1—P<O{Xi#k}> =1-PX; # k)" =1—(1—pg1)"

+00

Ainsi ER,) = > (1-(1—pd")")
k=0
On pose Vi >0 ft)=1—(1~pg)

Ona f € €,m(R.,R) avec f décroissante sur R, par composition. Par comparaison série/intégrale,
on obtient

k+1 k
Vk e N ’ ft)dt < f(k) et VekeN*  f(k)< f(t)dt
k k—1
et par sommation
N+1 N N N
YN €N FOU<SIH) e S0 <50+ [ r)ar
0 k=0 k=0 0
On a f), = 1= =npg' +o(q") ~ npg"=mnpe™

On en déduit 'intégrabilité de f sur R, et faisant tendre N — +0o0 dans I'encadrement précé-
demment établi, il vient

+00 +00

ft)dt <ER,) <1+ f(t)dt
0 0
On réalise le changement de variables u = 1 — pg" qui équivaut a tlng = In(1 — u) — Inp d’on
dt = —— bl plab
(1 —u)lng



+00 1 11_un 1 Ipn—1 1 =1 1
1— 1— tn dt:__ d = - gd _ —— _—
/0 (1= =pg)") Ing/, 1—u “ Ing /, gz:%u “ Ing;=0(+1
. Inn
Ainsi ER,) ~ ——
n—+oo 111(]

3.(c) Au cours de la question 3.(a), on a établi pour a et n entiers
ER,) < D Pk e{Xy,.... X, ) +nP(X; 2 a+1) <a+nP(Xy > a+1)
k=1
Avec a = |y/n] et le résultat de la question 2, on obtient

E(Rn) < v/n+mno <%> = O(v/n)

On conclut E(R,) = o(n)

Exercice 7 (Centrale 2023)

Soit E un K-ev de dimension finie égale a n et f € Z(E). Pour A C Z(E), on note
CA)={ueZE) : YveA uwov=vou}
L’objectif de 1'exercice est d’étudier le bicommutant B(f) = C(C({f})).

1. Montrer que B(f) est une K-algébre contenant K[f].
2. On suppose f nilpotent d’indice n. Montrer B(f) = K[f].

3. Soient Gy, Go sev supplémentaires stable par f. On note f; = fg, pour i € {1,2}. On
suppose que 7y, A7ys, =1 et B(f;) = K[fi] pour i € {1,2}. Montrer B(f) = K|[f].

Corrigé : 1. On a clairement id € B(f). Soient (\,u,v) € K x B(f)? et soit w € C({f}). On a

uow=wou et vow=wov
d’on (Au~+v)ow =wo (Au+v)

et (uov)ow=wuo(vow)=uo(wowv)=(uow)ov=(wou)ov=wo (uow)

ce qui prouve que B(f) est sous-algébre de Z(E). Pour u € B(f), on a wo f = f owu puisque
feC{f}) dou f € B(f). Du fait de la structure d’algeébre de B(f), on vérifie par récurrence
1 € B(f) pour k entier puis P(f) € B(f) pour P € K[X]. On conclut

Le bicommutant B(f) est une K-algébre contenant K]f].
2. On a f" ! # O0gm). Soit 9 € E tel que f"'(zg) # Op et B = (x¢,..., " (z0)). Soit

n—1
(a;)o<i<n—1 famille de scalaires non tous nuls tels que > ; f*(z9) = Og. Onnote { = min{i € [0; n — 1] | «
=0

On obtient
n—1 )
ot (S (e) ) = aef ) = 0
i=0
d’ott ap = 0 ce qui est absurde. On en déduit la liberté de la famille Z qui est de cardinal n et

n—1

forme donc une base de E. Soit u € C({f}). On note u(xg) = >_ asf*(xq) avec les az, coordonnées
k=0

de u(zg) dans la base B. Pour i € [0; n — 1], on a f* € B(f) d’ou
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) ) ) /n—1 n—1 ) n—1 )
u(f'(x0)) = (wo f*)(wo) = (f' o u)(xo) = f* <k2 akfk(l‘o)> = kzakfk“(xo) = kzakfk(fz(l“o))
n—1
ce qui prouve que u et Y ax f* coincident sur 4 et sont donc égaux. Ceci prouve C({f}) C K[f]
k=0
et I'autre inclusion est immédiate d’ott C({f}) = K[f]. Etant donnés A, B inclus dans .Z(E), on
vérifie sans difficulté

ACB = C(C(B)c(C(A)
Comme on {f} C K[f], il en résulte

B(f) = C(K[f]) c C({/}) = K[/]

L’autre inclusion ayant été établie a la question précédente, on conclut

B(f) =Kl[f]
3. Soient A, et By des bases respectives de G; et Go. On pose B = B W Ay base de E telle

que M =matyzf = (é 1g>avecr1’01fd1fe de A. On observe
(ITO><A0> (AO)_(AO)(IT())
00 0B 0jo/ \0|B 010
Notant J,. = diag(I,, 0), on a donc {J,} € C({M}) d’ou B(M) C C({J,}). Pour une matrice écrite
ar blocs <ST> il vient
par T ) il vien
S|T < T><Ir0 _<IT0>(ST>
V 0j0/ \No0f[o/\U|V
0 S
< 0>_(O 0><:>U—O et T=0

(U v ) €Cilh) =
Ainsi CH{J,}) = {(%) (U.V) € M.(K) x //ln_,,(K)}

autrement dit, les matrices de B(M) sont nécessairement diagonales par blocs. Soient A" € C({A})
et B € C({B}). On a

(o) (o) = 5w ) = (5 eer) = (1) (5 1)
d’ou V(A',B") e C({A}) xC({B)} <AT/%) € C({M})
Soit <%‘%) € B(M). On a donc pour A’ € C({A}) et B’ € C({B})

() (o) = ) ()

[
c:‘wc:w

d’ou XA"=AX" et YB'=BY
ce qui prouve X € B(A) et Y € B(B). Or, on a supposé B(A) = K[A] et B(B) = K[B] d’ou
A
cone (P01t ) o]



On a ma A g = 1. D’aprés le théoréme de Bezout, on dispose de U, V dans K[X] tels que
AU+ 7V = 1. Soit (P, Q) € K[X]%. On pose

R = PmgV + QmaU
Alinsi, il vient

R(A) =P(A)(L, —ma(A)U(A)) = P(A) et R(B) = Q(B)(I, — m3(B)V(B) = Q(B)

On en déduit {( ] Q(OB) ),(P,Q) e K[XP} c K[M]

Et on conclut B(M) = K[M]

Remarque : On peut passer par un argument dimensionnel. De l'inclusion (%), il vient
dim B(M) < dimK[A] x K[B] = deg ma + deg g
Or, pour P € K[X], on a
PM)=0 < P(A)=0 et P(B)=0
d’ou, les polynomes ma et mg étant premiers entre eux
™K[X] = mAK[X] N 7mpK[X] = (7ma V 75)K[X] = (ma7p)K[X]

ce qui prouve my = ma7p (polynomes unitaires associés). On en déduit dim B(M) < dim K[M]
et le résultat suit.

Exercice 8 (Centrale 2023)

In—1
[] (t—k)dt pour n entier non nul et ag = 1.

On considére la série entiére Y a,z™ avec a, = —
n!
0 k=0

1. Montrer que le rayon de convergence R est > 1.
2. On note S sa somme sur | —R; R [. Calculer S(z) pour z € | —1; 1 puis établir R = 1.

3. Déterminer un équivalent simple de a,, lorsque n — +00.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. Par inégalité triangulaire, il vient

1 [ nd — !t
|an]<—'/t]_[(k—t)dt<(n )/tdt
nJo k=1 0

n!
) s 1
d’otl Vn € N* lan| < —
2n
n
La série > — a un rayon de convergence égal a 1 et par conséquent
n>1
R>1
+00
2. On pose Vre]-R;R] S(x) = > a,z”
n=0

Soit t € [0;1]. On a le développement usuel
too 1 n-=1
Vee]l-1;1] (1+x)t:1+ZmH(t—k)x”
_ * k=0
Soit x € | —1;1[. On pose (avec la convention qu'un produit vide est égal a 1) :
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W) ENx[0:1]  un(t) = = I (t — k)"

n' k=0

On a Vn e N lunlloo < |2|"
Par conséquent, la série de fonctions continues » u,, converge normalement donc uniformément
sur [0;1]. Il ’ensuit

Ltoo

+00 1
S un(t)dt = 3 [ un(t) dt
0 n=0 n=0J0

1 +00
d’ou / (1+2z)tdt = > aza”
0 n=0
o etln(l—l—z) 1
Ainsi VCCG]—].,l[\{O} S(l’) = [m]o
i
T Giz40
D'oit Vee]-1:1]  S(z)={ In(l+2)
1 sinon

Supposons R > 1. La somme S est alors continue sur [—1;1] mais S(z) — oo ce qui est
T——
absurde. On conclut

R=1

1/1 nl( t>
anl = — | t 1——] dt
an nJo kl;ll k

1 /[t n=1 t
= — texp( ln(l——)) dt
n/o k; k

Avec Papproximation In(1 — u) ~ u pour w au voisinage de 0, on peut envisager d’avoir I’ap-
proximation

3. Soit n entier > 2. On a

1/t n=11
ap| =~ — [ texp(—tH,_;) dt avec H,_ — ~ Inn
‘ ‘ n/O p ( 1) 1]; kj n—-+o0o
et on pourrait donc en déduire

1 1 1 Inn 1
nl=—t —t1 dt ~ —— tdu ~ ———
[an n/o exp (—thnn) ~~ n(lnn)2/0 ue n(lnn)?

u=tInn
Rendons ce raisonnement rigoureux. D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange et par convexité, on
a

1
vue{o;ﬂ —2u2<ln(1—u)+u<0

On a va sortir le terme en k = 1 du produit dans I’écriture intégrale de |a,| pour exploiter cette
inégalité. On écrit
1 n—1 t
nla,| = / t(1—1t) ] <1——> dt
0 k=2 k

= /Olt(l —t)exp <:Z_::ln <1 - %)) dt
_ /O HL — 1) explun (8))o—thn di
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n—1 t t n—117
avec Vte [0;1] v(t)=> In({l——)+—- e h,=> —

Ainsi Vte[0;1] —2t2S,, < v,(t) <0 avec S,= > — =0(1)

On effectue le changement de variable u = th,, et on obtient

+00

h2n|a,| = fo(u) du
0
U u
U 1——> exp <vn (—))e“ siue |[0;h,
avec Vn > 2Vu >0 fo(u) = ( hy I, | ]
0 sinon

Par comparaison série/intégrale, on trouve h, ~ Inn —— +o00. Soit u > 0. Pour n > 2 tel
n—-+oo n—oo

que h, > u, on a

22
“sngvn<ﬁ><o d’ot U"(}%)—)O

h2 I -

Ainsi Yu >0 folu) —— ue™ et Vn >2 0< fu(u) <ue™

n—oo

Par intégration par parties (crochet fini nul qui garantit que les intégrales concernées sont de
méme nature donc convergentes), on obtient

+00 00
/ ue ™" du = [—ue ;> +/ e tdu=1
0 0

Par convergence dominée, on obtient alors

hinla,| — 1

n—o0

()

n~>,\-;oo n(ln n)2

Et on conclut G,
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