Exercice 1 (CCINP 2023)
Soit E euclidien et (u,v) une famille libre de vecteurs de E. On pose
VeeE  f(x)=(u,x)v+ (v,z)u
1. Montrer que f est un endomorphisme auto-adjoint.

2. Déterminer Ker f.

3. Déterminer les éléments propres de f.

Corrigé : 1. [’application f est a valeurs dans E et linéaire par bilinéarité du produit scalaire
et du produit. Pour (z,y) € E?, il vient

(f(@),y) = (u,2) (v, 9) + (v, 7) (u, y)

expression symétrique en x et y. Ainsi

fes(E)

2. Par liberté de (u,v), il vient pour = € E
f(2) =0 <= (u,z) = (v,2) =0 <= z € Vect (u,v)*

Ainsi Ker f = Vect (u,v)t

3. D’aprés le théoréme spectral, ’endomorphisme f est diagonalisable. On note F = Vect (u, v).
Sans difficulté, on observe Vo € Ft f(z)=0

Le sev F est clairement stable par f et notant g ’endomorphisme induit par f sur F et % =
(u,v), on trouve

2
A= matag = (0] J0F)

lull® (u, v)

Puis Xg = (X = (u,0))* = ([fulll|v]})*
= (X = (w,0) = [lul[[[o]l) (X = (u, v) + [Ju]l[[v])

La famille (u,v) étant libre, le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz n’est pas réalisé
et on en déduit que les deux valeurs propres précédemment exhibées ne sont pas nulles. On
résout
2
A () + Bl X =0 s (T (5)
(A~ (¢, v) + [l oL i o) G
> (z,y) € Vect (([[v]l, [[ul]))

et <A—«ww—wmegX—o¢j<%w@r|MP><Q_W

[ullllvll/ \y
= (,y) € Vect ((=Jvf], [[ul]))

On conclut

On a Sp(f) = {0, (u,v) + |Ju|l||v]], {(u,v) — |Ju|l||v]]} et les sous-espaces propres
associés sont respectivement Vect (u,v)*, Vect ((||v|, ||u])), Vect ((—]|v]|, ||ul])).




Exercice 2 (CCINP 2023)
Soit (ay), une suite décroissante de réels positifs de limite nulle. On pose
V(n,t) e Nx[0;1] un(t) = a,(1 —t)t"
1. Montrer que la série de fonctions ) Ju, converge simplement sur [0;1].

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la série de fonctions > u,
converge normalement.

3. Montrer que la série de fonctions » “u,, converge uniformément.

Corrigé : 1. On a u,(1) = 0 pour tout n entier et w,(t)O(t") pour tout ¢t € [0;1[. Ainsi

La série de fonctions » u,, converge simplement sur [0;1].

2. On suppose la suite (a,), non stationnaire a zéro sinon c’est trivial. Les u,, sont de classe €.
Par dérivation, on a pour n entier

Vte[0;1] w,(t) = a,(nt"t — (n+ 1)t") = a,t" (n — (n+ 1)t)
. n ay, 1\™" ., Gn
d’o |tnl|co = tn = 1+ — ~ e
n+1 n+1 n n—+00 n+1
Ainsi
La série de fonctions > u, converge normalement si et seulement si la série » n ] converge.
n
3. Soit (n,t) e Nx[0;1]. On a
+00 +00 +00 tn+1
Ra(t) = 3 wlt)= 3 a1 —0F Sapa(1—1) 5 5 =au(l—t)—
k=n+1 k=n+1 k=n+1 -

drot [Raulloe < aui1 = o(1)

La série de fonctions ) ju,, converge simplement et son reste converge uniformément d’ou

’La série de fonctions Y “u,, converge uniformément.




Exercice 3 (CCINP 2023)

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N telle que P(X > n) > 0 pour tout n entier.
On définit le tauz de panne de X comme la suite (z,), avec

Vn € N z, =P(X=n|X>n)
Soit Y variable aléatoire discréte a valeurs dans N* telle que
1
n(n+1)
1. Montrer que la loi de Y est bien une loi de probabilité.
2. On suppose X(Q2) = N*.

VneN*  P(Y=n)=

n—1
(a) Montrer Vn € N* PX>n)= 11 —zx)
k=0

(b) Pour n entier non nul, exprimer P(X = n) en fonction des xy.

3. Déterminer les variables aléatoires discrétes a valeur dans N* ayant un taux de panne
constant a partir du rang 1.

4. Déterminer le taux de panne de Y.

1
Corrigé : 1. On a ——— > 0 pour tout n entier non nul et
n(n+ 1)
+00 1 too [ 1 :|
n;n(nJrl) _n; {5_ n+1]
Ainsi ’La loi de Y est bien une loi de probabilité.‘
. . PX=kX2Ek) PX=k)
2. . =
(a) Soit k entier. On a T, PX > ) = PXS b
d’ou gPX > k) =PX=k) =PX>2k)-PX>k+1)
et par suite PX>2k+1)=01—-2)P(X > k)

Par téléscopage, il vient pour n entier non nul

o P(XZ>F)
et comme P(X > 0) = 1, on conclut
n—1
Vn € N* PX>n)= ] —zx)
k=0

2.(b) D’aprés le début du calcul détaillé a la question précédente, on trouve

n—1

Vn € N* PX=n)=z,PX>=n)=uz, [[(1—xx)
k=0

3. On suppose la suite (z,),>1 constante égale & p € [0;1]. Comme xy = 0, on a pour n entier
non nul

P(X =n)=p(l—p)"!

Si p =0, alors P(X = n) = 0 pour tout n entier non nul d’ou par o-additivité

3



1=P(X eN) = S P(X =n) =0

ce qui est faux. Sip=1, on a P(X > 1) = 0 ce qui est exclu par hypothése. Ainsi

Les variables avec un taux de panne stationnaire a partir du rang 1 suivent une loi géométrique.

4. Pour la loi de Y, on a x¢p = 0 puisque Y(£2) = N* et pour n entier non nul

P(Y =n) too +°0{1 1 } 1
= ————= PY>n=)>YPY=Fk) = - ==
TSy s oo PY2m=2 BY=h=2 lp T T

. 1
Ainsi ro=0 et VneN* T, =
n+1




Exercice 4 (CCINP 2023)

%ﬁAe%ﬂ@mB=(é+ﬁ>e%%%)

1. Etablir VP e K[X] P(B)= (

P(A) | AP'(A) )
0 | P(A)

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Corrigé : 1. Par récurrence, on montre que
AF kAk>
k _
Vk € N B* = < 0 Ak

Il s’ensuit par combinaison linéaire

Pm)Amm>

VP € K[X] mm—(o B(A)

Si B est diagonalisable, on peut choisir P scindé a racines simples qui annule B. Par conséquent,
on a également P(A) = AP/(A) = 0. Le polynome P étant scindé a racines simples, les racines de
P’ sont distinctes de celles de P d’ot PAXP’ =1 ou X. Or, on a ma|P et 74 |XP" d’ott w4 |P A XP’
et degma = 1 ce qui prouve my = X et donc A = 0. La réciproque est évidente. On conclut

(é ﬁ) diagonalisable <— A =0




Exercice 5 (CCINP 2023)

+00 dt
On pose Vn € N* L, = / —_—
o (1+)n
1. Justifier I'existence de I,, pour n entier non nul.
) 1
2. Etablir Vn € N* Ly = (1 — —) L,
3n
3. Etudier la convergence de la suite (néln) "
4. Etudier la convergence de la série .1,
n>1
Corrigé : 1. O V(n,t) € N* x [03:00]  fult) !
orrigé : 1. On pose n ; +00 w(t) = ————
g p Y 7+ (1 —I'— t3>n

Pour n entier non nul, on a f, € 6,,,([0;+o0 [, R) puis

vVt >0 fa(t) — 0 et V(n,t)e N* xR, 0 < fu(t) < fi(t)
La fonction f; est intégrable sur [0;+oo[ par comparaison et critére de Riemann puisque
fat) = O <tl3> La domination assure l'intégrabilité de f, pour tout n entier non nul et

t—+oo
d’aprés le théoréme de convergence dominée, on conclut

La suite (I,,),>1 est bien définie et I, —— 0.

n—oo

2. Soit n entier non nul. On a

oo dt B R e oo 1 t3
= | =m0 = Aramm = S T
o (183t o (143t o LA+ (14t

Il vient par linéarité car convergence des intégrales concernée

+00 t3
Lo =L, =— — dt
+1 /0 (1 + ¢3)nt1

1
Les fonctions t = —————— et ¢ — ¢ sont de classe ¢! sur | 0;+00 [ avec
3n(l+4t3)n

t t
- >0 et — >0
3n(1+3)" t—0 ¢ 3n(1+3)" t—too

Par intégration par parties et convergence de 'intégrale concernée, il vient

/+oo t3 |: t :|+oo 1 +00 dt
— dt=|-—  +— —
o (L4 )t Gu(t+l, "l (1)

1
Ainsi L —1,=—1,
3n
3n—1
On conclut Vn € N* L= n3 L,
n

3. Soit n entier non nul. On a

1
n (P e :11n<1+1>+1n<1—i> :o<i>
nsl, 3 n 3n n?



On en déduit que la série ) {ln ((n + 1)%In+1> —1In (n%lnﬂ converge. D’aprés le lien suite/série

téléscopique, il s’ensuit que la suite (ln(n%InD converge et par continuité de 'exponentielle
n

n%In—>C>O

n—oo

4. On a I, ~ g

1
n—+00 13

D’aprés le critére des équivalents (licite, termes positifs) et le critére de Riemann, on conclut

La série > I, diverge.

n>1




Exercice 6 (Mines 2022)

Soit (X, )n>1 suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique ¥ (p) avec p € |0;1].
On note M,, = Max (X4, ...,X,). Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que

Ve >0 IP’(

M,
M)
lnn n—o00

Corrigé : On note ¢ = 1 — p. Soit k entier non nul. On a par indépendance des X;

P(M, < k) = P (ﬂ (X < k}) = [P < k)

puis par égalité en loi

k k k 1—
Vie[l;n] P(Xigk):IP’<|_|{Xi:€}>:ZP(Xizﬁ):que1:p1 qqzl—qk
o =1 =1 -

et la formule vaut aussi pour £ = 0. Ainsi, on a
VkeN PM,<k)=(1-¢)" et PM, >k =1-(1-g""

Soit € > 0. On a pour n > 2
M
#(

—n—€‘2€> =PM,, > ({+¢)lnn) +P(M, < ({—¢)lnn)
On note  Vn € N* a,=PM, <({—¢)lnn) et b,=P(M, > ({+¢)lnn)

Inn

Soit n entier non nul. Par croissance de la partie entiére, on a

M, <l —¢e)lnn} ={M, < [({—¢)lnn]|}

d’ou an = (1 — glt=o)mn]yn

On choisira ¢ et € de sorte que { —e > 0 car sion a £ —e < 0, 'événement {M,, < (¢ —¢)In} est
impossible. On a Inn —— +oo d’ott |({ —¢)Ilnn] —— +00 et comme ¢ < 1, il s’ensuit

n—oQ n—oo

an, = exp (nln (1 —¢gl®mnl)) avee ¢l=anl —— 0

n—oo

pUiS nln (1 — ql.(z_s) lnnj) ~ _nq\_(ﬁ—a) Inn|

n—-+0o

~ —exp(Inn+|[({—¢)lnn|lng)
n—+00
l—¢e)l 1
Or, on a 1+L( e)lnnjing y 14+ (0 —¢)lng
Inn n—o0
1

On souhaiterait que cette limite soit > 0 pour tout £ > 0. On choisit £ = ——— ce qui garantit

Ingq
¢ > 0 et rend possible ¢ — e > 0 pourvu que ¢ soit pris assez petit. Ainsi

Inn+ |({—¢e)lnn|lng — +o00
n—oo

et par conséquent a, — 0
n—oo
Ensuite, on a {M, > {l+¢e)lnn} = U {X; =2 ({+¢)lnn}
i=1

Par inégalité de Boole et égalité en loi des X;, il s’ensuit
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P(M, > ({+¢e)lnn) <nP(X; > ({+¢)lnn)
Par croissance de la partie entiére supérieure, il vient

P(X; > ({+e)lnn) =P(X; > [({+e)Inn]) =1 — (1 — gl¢Fe)nnl=1yn

On a (1 _ q[£+6) lnn]—l)n = exp (TL In (1 _ q((f—&-e)lnn}—l))
avec nln (1 _ q[(Z—I—e) lnn]—l) ~ _an(€+e) lnn]-1
n——+0oo
~ exp(—Inn+ ([({+¢)Ilnn] —1)Ing)
n—-+oo
o exp (Inn(elng+o(1)))
On en déduit b, —— 0 et on conclut
n—oo
M,, 1
w0 e 1)
Inn  Ing n—soo




Exercice 7 (CCINP 2023)
Soit A € ., (C) vérifiant A2 + AT =1,,.
1. Justifier que pour M € .#,(C), on a Sp (M) = Sp (M ").

2. Montrer que la matrice A est inversible si et seulement 1 ¢ Sp(A). Si A € ,(R),
montrer que A € GL,(R).

3. Montrer que le polynome X* — 2X? + X est annulateur de A. La matrice A est-elle diago-
nalisable ?

Corrigé : 1. On a xu1 = det(XI, — M) = det (XL, — M)" =

Ainsi Sp (M) =Sp(M")

2.0naA? =1, — AT d’ott det(A)? = xa7(1). D’aprés le résultat de la question précédente, on
conclut

A eGL,(C) <= 1¢Sp(A)
On suppose A € #,(R) et X € A, 1(R) tel que AX = 0. Il vient
A2X +ATX =ATX =X

puis en multipliant & gauche par X'
(AX)' X =X"TX =0
d’out X = 0. On conclut

Si A € #,(R), alors A € GL,(R).

3. On transpose la relation et on a (AT)2 + A =1, d’ou, en substituant AT dans cette derniére
relation par AT =1, — A?

(I, — A2’ + A =1,

c’est-a-dire A*—2A24+ A =0

Ainsi Le polyndome P = X* — 2X2 4 X est annulateur de A.

On trouve aprés factorisation

—1+5

P=XX-1)X*4+X-1)=XX-1)X-a)(X—-8) avec «,f= 5

Le polynéme P annulateur de A est scindé a racines simples et on conclut

’La matrice A est diagonalisable. ‘
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Exercice 8 (CCINP 2023)
+00

Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence +0o. On note f(z) = > a,z" pour z € C.
n=0

1 2w ) .
1. Montrer V(k,r) e Nx R, apr® = By f(rei®)e =0 dg
TJo
2. On suppose f bornée sur C. Montrer que f est constante.
Corrigé : 1. Soit k entier et § € [0;27]. On a
+00
f(reie)e_ike — Zanrnei(”_kw

n=0
Notons V(n,0) € N x [0;27] U, (6) = a, e (k)0

On a Vn e N lunlloo = |an|r™

et Y |an|r™ converge absolument puisque 7 < R. On en déduit la convergence normale et donc
uniforme de la série de fonctions continues » u, d’ou, en intégrant terme a terme

2w 2T 400 +00 2m
/ fre®)e % do = [ S a,rmei™P0do = 3 a,rn / e!"7k)0 4g
0 0 n=0 n=0 0

=270y, 1

2m
Ainsi Vk e N 2mray, = / f(rei?)e=*0 dg
0

2. Soit M > 0 tel que |f(z)] < M pour tout z € C. Par inégalité triangulaire, il vient pour k
entier non nul et » > 0

27 2
2mr* |ag| < / | f(re®)e %) d6 < / M df = 27M
0 0

M
D’ou Vr >0 lag| < —
,

M
Faisant tendre r — +00, on en déduit — ——— 0 et d’ou ay = 0 pour k entier non nul. On
T r—+00

conclut

La fonction f est constante.

Remarque : Ce résultat s’intitule théoréeme de Liouuville.
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Exercice 9 (Mines 2022)
Soit E un ensemble fini de cardinal n.

1. Dénombrer le cardinal de ’ensemble des couples (X,Y) € P(E)? tels que X C Y.

2. Une urne contient n boules. On tire une poignée aléatoirement, on remet les boules dans
I'urne et on tire une deuxiéme poignée. Quelle est la probabilité pour qu’aucune boule
n’ait été tirée deux fois?

Corrigé : 1. Soit (X,Y) € P(E)2. Choisir X C Y équivaut a choisir Y puis choisir X une partie
de Y. Par conséquent, il vient

Card {(X,Y) e P(E)2,XC Y} =3 z Card P(Y) = 3 (7)2"
k=0Y€eP(E),Card Y=k k=0
Ainsi Card {(X,Y) € P(E)2, X C Y} = 3"

2. Soit (2, &7, P) espace probabilisé et )Ai, Z les variables aléatoires correspondant aux tirages
de poignées successifs. On a X et Z indépendantes de méme loi %pE) ot E est I'ensemble des
boules. On cherche P(XNZ = @). On a

PRN7 = ) Card {(X,Z2) e P(E)*,XNZ=w@}  Cad{(X,Y)ePE)?* XCY}
S Card P(E)? ~~ Card P(E)?
Y=XL1Z
- 3\"
On conclut P(XNZ=2)= (Z)

Remarques : (a) Pour le cadre formel, on peut considérer = P(E)? muni de la tribu discréte
et de la probabilité uniforme et X : w = (w1, ws) — w1, Z : w = (w1, ws) > wo.
(b) L’application (X,Z) — (x, X U Z) réalise une bijection entre les ensembles

(X,2) e PELXNZ =0} et {(X,Y)ePE?LXCY}

ce qui justifie précisément 1’égalité des cardinaux précédemment mentionnée.
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Exercice 10 (Mines 2021)

Montrer qu’il existe un multiple positif de 2021 dont I’écriture décimale est constituée de 1.

Corrigé : Supposons le probléme résolu. Cela signifie qu’il existe k£ et N entiers non nuls tel que

Nt 10N -1
2021k = > 10° =
0 ;)0 10 — 1

Comme 2021 est impair et non multiple de 5, on a 10 A 2021 = 1 et aussi 10 A9 = 1 d’ou
10 € U(Z/(2021 x 9)Z). Ainsi, prenant N = 0(10) l'ordre de 10 dans U (Z/(2021 x 9)Z), on a
bien

<~ 2021 x 9k + 1 = 10N

10N =11[2021 x9] « FkeZ 10N =1+2021 x 9k

Il est clair que k est positif et on conclut

N-1
JkeN | 2021k = 310

=1

Remarque : Qu’en est-il pour 20227 S’il existe k et N entiers tels que

N—1
2022k = 3 107
=0

alors, on a 1 =10N — 9 x 2022k = 10 x 10N~ — 2022 x 9k

D’aprés le théoréme de Bezout, il s’ensuit 10 A 2022 = 1 ce qui est faux. Le résultat n’a donc
pas lieu pour 2022.
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Exercice 11 (Mines 2016)

Soit (uy,),>1 une suite de réels définis par u; > 0 et
1

Vn >1 Upi1 = Up +
n*u,,

avec o > (.

1. Discuter de la convergence de (u,),>1 en fonction de a.

2. Si (up)n>1 est convergente de limite ¢, déterminer un équivalent simple de w,, — ¢ pour
n — +0Q.

3. Préciser une équivalent simple de w,, pour n — +00 si (uy,),>1 diverge.

Corrigé : 1. La suite (u,),>1 est clairement & termes positifs et clairement croissante. On a

2 1

2 _ .2
Vn > 1 “n+1—“n+na +n2°‘u2
n

9 2
— U ~U _
" n—s+oo N&

PN 2
d’ou Us 1y

La suite (u,),>1 est de méme nature que la suite (u?),>; qui est de méme nature que la série
téléscopique Y [u2,, — u2] d’ou, par critére de Riemann

La suite (u,)n>1 converge si et seulement si o > 1.

2. Supposons « > 1. Par sommation des relations de comparaison, on a
+00 9 9 9 9 +00 2
> [uk—i-l_uk} =0 —u, ~ Z@
k=n n—+oo k=n
Par comparaison série/intégrale, on a
oo 2 / oo 2dt 2
S~ =
n

= K& n—400 o (a—1)not

et 2 —u? = (0 —u,)(l + uy,) ~ 20(0 — uy,)
Dot o~
ot tn n—+oo (1 — a)fn—1

3. Pour @ € ]0;1], on a par sommation des relations de comparaison et comparaison sé-
rie/intégrale

o, 9 9 9 nzl 2 "2dt
2 o —ui) = —d o Y e
2 1—a . .
On conclut Up ~ nz si a€]0;1] et Vv2Inn si a=1
n—+0oo 1 —
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Exercice 12 (Mines-Telecom 2021)

(="
(2n)!

2. Déterminer un encadrement de S avec ses sommes partielles.

1. Montrer que )

converge et calculer sa somme S.

3. Montrer que le nombre S est irrationnel.

+o0 tn
Corrigé : 1. On reconnait la série associée a cos 1 puisque cost = »_ (—1)" o) Ainsi
n=0 n).
NN G O
La série > (2n)! converge et sa somme S vaut cos 1.
n)!
2.0 wmeN s, =3 W
. On pose n n =
i=o (2k)!
O S S ! = <0
na na1) — Sop = —
2t TP T 0+ 1) (20 + 1)
1 1
t Sond1 — Sop_1 = — >0
¢ 2l TPl = T T T ()

La suite (Sa;,), décroit strictement et la suite (Sg, 1), croit strictement. Or, ces deux suites sont

adjacentes puisque Sg, 11 — So, — 0 et de limite commune S. Ainsi, on a 'encadrement
n—oo

vn €N Sgn+1<S<Szn\

3. Soit n entier. On a Sgn+1 = So,, — m <S< Sy,
d’ou 0<S S < !
ol . — -
? (4n +2)!
et ainsi 0<(dn+2)1S,, —(2n+1)IS< 1

La quantité (4n + 2)!S,, est un entier relatif en tant que somme d’entiers relatifs. Supposons S

rationnel, & savoir S = P avec (p,q) € Z x N*. Si n est assez grand, alors (4n + 2)!2—) est entier

(puisque q est facteur d’une factorielle assez grande) et par conséquent, le nombre (4n + 2)!S,,, —
(2n 4 1)!S est un entier relatif dans |0; 1 ce qui est absurde. On conclut

| Le nombre S est irrationnel. |
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Exercice 13 (Mines-Telecom 2021)

Soit S € .7, (R) avec Sp (S) C ]0;+00]. Pour X € ., 1(R) ~ {0}, on pose
S

ERY]

Justifier que la suite (Yy)x est bien définie puis montrer qu’elle converge vers un vecteur propre
de S.

Vk e N e

Corrigé : D’apreés le théoréme spectral, on a

AESD (u)
Par une récurrence immédiate, pour z = Y ) avec x) € Ey(u) pour tout A € Sp (u), on a
AESD (u)
Vk e N ub(x) = 57 Ny,

AESp ()
Pour z € E \ {Og}, on pose
A, ={NeSp(u) | zx#0g} et a,=maxA,
Soit € E \ {Og}. Par définition de A,, on a

T= D, Ty= Y. LN=To, + Y. Ty

AESD (u) AEAL AeA~{az}
Ainsi VkeN  uf(z)=akz,, + > My

Soit x € E X {0g}. Comme u € 1T (E), la valeur propre «, est strictement positive et on a

VA e A N {ag} 0<A<a,

A\ K
d’ou VA e A~ {ag} <—> —0
Oy k—+oo
A\ F
Par conséquent —uf (1) =20, + D (—) Ty — Tq,
oy ’ AEAL~{az} Oy k—+o0

L’endomorphisme u est un automorphisme d’ott u* également pour tout k entier. Ainsi, pour
z € Ex {0g}, on a u*(z) # Og et par conséquent,

La suite () est bien définie.

1
On pose VEeN v = —uf(z)
&I
. Uk
On obtient Vk e N Tp = ——
[[og|

D’aprés le résultat de la question 4 et la continuité de la norme, on conclut

o,

Tk € E,, (u)

horoo ||Za, |

Remarque : Il s’agit d’une déclinaison pour un endomorphisme symétrique défini positif de la
méthode de la puissance ilérée.
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Exercice 14 (CCINP 2023)
Soit E un espace euclidien et u € Z(E) vérifiant u* o u = u o u*.
1. Soit A € Sp (u) et 2 € Ey(u). Etablir ||u*(z)||> = X?||z||.
2. Montrer que les endomorphismes u et u* ont les mémes espaces propres.

3. Etablir que les espaces propres de 'endomorphisme u sont orthogonaux.

4. Montrer que si 'endomorphisme v est diagonalisable, alors il est auto-adjoint.
Corrigé : 1. On a
[w(@)])? = (u*(2), u*(2)) = (z,u0u’(z)) = (z,u" o u(x)) = (z,u*(\z)) = (u(x), \z) = (A\z, \z)

Ainsi VAeSp(u)  VaeEy(u) |u*(z)]]? = \?||=|?
2. Soit A € Sp (u) et x € Ex(u). On a
lu(z) = Az = Jlu*(z)[1* = 2A (u* (2), 2) + A?||2]|* = 2X%[|2[]* — 2 (=, u(x)) = 0

On en déduit Sp (u) C Sp (u*) et Ex(u) C Ex(u*) pour A € Sp (u). En appliquant ces résultats
a u* et u** = u qui commutent, on conclut

’Les endomorphismes u et u* ont les mémes espaces propres.‘

3. Soient A, p valeurs propres distinctes de u et (x,y) € Ex(u) x E,(u). On a

Mz, y) = (u(@),y) = (z,u"(y)) = (&, py) = p(z,y)
d’out (x,y) = 0. On conclut

’Les espaces propres de ’endomorphisme u sont orthogonaux.‘

4. On suppose 'endomorphisme u diagonalisable. Soit Z = (eq,...,e,) une base de diagonali-
sation de u associée aux valeurs propres (Ai,...,\,). D’aprés ce qui précéde, on a

Vie[l;n] u(e;) = Aie; = u*(e;)

Ainsi, les endomorphismes u et u* coincident sur la base £ ce qui implique © = u* et on conclut

Si 'endomorphisme u est diagonalisable, alors il est auto-adjoint.
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