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Préparation a ’oral - Feuille n°2

Exercice 1 (CCINP 2023)
Soit E un K-ev de dimension n, # = (ey,...,e,) une base de E et f € Z(E). On suppose que
f(e;) =wv pour tout i € [1; n] avec v € E.

1. Donner le rang de f.

2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

Corrigé : Exercice 72 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

On pose V(n,z) e Nx[0;1] fo(z) = (2% + 1>ne nj:—x;—

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,), converge uniformément sur [0;1].

1

2. Déterminer lim (2% + 1)% dz
n—+oo J n-+x
Corrigé : Exercice 10 CCINP 2023
Exercice 3 (CCINP 2023)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par P(X = n) = p,
pour n entier. La fonction génératrice de X est notée Gx et elle est définie par Gx(t) = E(t*) =

+00
> pat™.
n=0
1. Prouver que l'intervalle | —1;1[ est inclus dans I'ensemble de définition de Gy.

2. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N. On pose S =
X1 + Xo. Montrer que Gg(t) = Gx, (t)Gx,(t) pour t € | —1;1]:
(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres;
(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice Gx(t) = E(t*).

Remarque : On admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable a
n variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une
boule numérotées 2. Soit n entier non nul. On effectue n tirages successifs, avec remise,
d’une boule dans ce sac. On note S,, la somme des numéros tirés. Soit t € |—1;1].
Déterminer Gg, (t) puis en déduire la loi de S,,.

Corrigé : Exercice 96 CCPINP 2023



Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)
Soit E un R-ev de dimension finie et f € Z(E) tel que f? = —id.
1. Montrer que dim E est paire.

2. Montrer que Vect (x, f(x)) est stable par f pour tout = € E.

3. On suppose dim E = 2n avec n entier non nul. Montrer qu’il existe des vecteurs eq, ..., e,
de E tels que & = (eq, f(e1),...,en, f(en)) est une base de E et préciser matyf.

Corrigé : 1. On a det(f)? = det(f?) = det(—id) = (—1)4mE

Comme un réel au carré est positif, on conclut

’La dimension de E est paire.‘

2. Soit x € E. Pour «, [ réels, il vient
flaz + Bf(x)) = af(x) — fr € Vect (z, f(x))

Ainsi ‘Pour x € E, le sev Vect (z, f(x)) est stable par f. ‘

3. On construit la suite (ey,...,e,) par récurrence. On choisit e; # Og. Supposons (eq, f(e1))
lite. Comme le vecteur e; n’est pas nul, on a f(e;) colinéaire & e; ce qui signifie e; vecteur
propre de f et qui est absurde puisque le spectre réel de f est vide, le polynome X2 + 1
¢tant annulateur de f. On suppose avoir construit (eq, f(ey),...,ex, f(ex)) famille libre avec
k€ [1;n—1]. On compléte cette famille en (e, f(e1),..., ek, f(er), ex+1) famille libre de E.

Montrons la liberté de (e1, f(e1),...,exs1, f(exy1)). Soient (ay, B, ..., ary1, Brr1) € REFFD tels
k+1

que Y (aye; + Bif(e;)) = Og. Si Brr1 = 0, on a par hypothése a; = 0 pour tout i € [1; k+ 1]
i=1

et 5; = 0 pour tout i € [1; k]. Supposons Sii1 # 0. Il vient

f <k§:1 (aiei + ﬁz‘f(&))) = ki:l (_51'6@' + az’f(ei)) = Og

i=1 =1

On note r = lias et on écrit la combinaison
k+1
k+1 k+1
dYo(=fiei +aif(e)) — 1> (cue; + Bif(er)) =
i=1 i=1

k
; (=B —ray) ei + (o — 3;) f(€i)] — (Brer — rrg1) €xy1 = Og

Par liberté de (eq, f(e1),...,exr1), il vient

. Bi+ra; =0
Vie[l; k] {0@—7’@-—0 et Bi+aj =0
d’ou V’LE[[l,k]] Oél'<1+7'2):ﬂi(1+7'2):0 et /Bk-Jrl:&kJrl:O
et on en déduit la nullité de tous les coefficients. On construit alors la suite (eq,...,e,) selon
le procédé décrit ci-avant. La famille (e1, f(e1),..., e, f(e,)) est libre de cardinal égal & dim E.
Ainsi

Il existe une base de E de la forme & = (eq, f(e1),...,en, f(en))

avec les e¢; dans E et maty4 f = diag(A, ..., A) avec A = < (1) _()1 )




Exercice 5 (Mines 2023)

Soit A = (1 1) Résoudre en M € .#,(R) équation M? + M = A.
. . X-1 -1
Corrigé : On a XA:' 1 X1 =X(X-2)

Par condition suffisante, la matrice A est diagonalisable. On a

(x,y) €Eg(A) <—= (A-2)X=0 <= 2—y=0 <= (z,y) =x(1,1)

et (x,y) € Eg(A) <= AX =0 <= (z,y) =z(1,—1)
0 0 1 1
. . _1 . .
Ainsi P~AP = (O 2) avec P = <_1 1)

Pour M € .#,(R), notant M = PXP~! avec X € .#,(R), on a
M?2+M=A < PD?*P'+PDP!'=PDP! < X?+X=D

On remarque XD = X3 + X2 = DX

Posant X = <CCZ b), on trouve

d

0 2b
XD—DX_<_20 0)_0<:>(b,c)—0
T a+a=0
Ainsi X°+X =D <= d? +d=2 — (CL, d) € {(Ov 1)a (07_2)7 (_L 1)7 (_17_2)}

Enfin aprés calcul des matrices M = PDP~L, on conclut

Lot s 5 (1-1). (53 7)1 o) 5 (57 5)
es solutions sont 5\ )s \ 1 ) \y o) 3\1 _3)

Remarque : On a vu que les matrices X et D commutent et par conséquent, la matrice X est
diagonale. C’est un fait plus général : pour f et g dans .Z(E) avec E un K-ev de dimension finie,
si f et g commutent et f diagonalisable a valeurs propres simples, alors g € K[f] et donc g est
en particulier diagonalisable pour le méme changement de base que f. Le lecteur curieux pourra
se référer a l'exercice 13 de la feuille 22.

Exercice 6 (Mines 2023)
1. Soit A >0 et f, g dans €°(R,,R,). On suppose

Ve>0  flz) <A+ /Omf(t)g(t) dt

Montrer VY >0 f(x) < Aexp (/ g(t) dt)
0

2. On considére I'équation différentielle
2"+ a(t)r = b(t) (%)

avec a, b dans €°(R,,R) et b et t — ta(t) intégrables sur R,. Soit = une solution de (x).

3



(a) Etablir

Vi > 1 z(t) =x(1)+ (t — 1)2'(1) — /1 (t —w)a(u)x(u) du + /1 (t —w)b(u) du

(b) On pose Vit > 1 y(t) =
Montrer qu’il existe K > 0 tel que

Vi > 1 y(t) < Kexp (/ltu la(u) du) < Kexp (/1+Oou\a(u)] du)

T

Corrigé : 1. On pose U(z) = A +/ f(t)g(t) dt pour z > 0. La fonction U est de classe €' sur
0
R, avec U'(x) = f(z)g(x) pour x > 0 d’ou

On pose Ve >0 h(z) = U'(z) — g(z)U(x)

et on décide de considérer cette relation comme équation différentielle en U de second membre
h. Par variation de la constante, on trouve

Ve >0 U(x):exp</
0
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Ainsi Ve>0  f(z)

N\

U(x) < Aexp </O$g(t) dt)

2.(a) Comme I'équation différentielle est sous forme normalisée, on sait que r € €*(R,,R).
D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, il vient

x(1)+ (t—1)a'(1) + /1 (t —u)x"(u) du

<C
~
WV
—_
8
=
Il

Or, on a Yu>0 2" (u) = b(u) — a(u)x(u)

Dou [Vt >1 z(t) =a(l)+ (t —1)2'(1) — /1 (t —u)a(u)x(u) du + /1 (t — u)b(u) du

2.(b) Le lemme de Gronwall établi a la question 1 se décline a l'identique sur Uintervalle [1;+00 .
Soient f, g dans €°([1;+00 [, R) telles que

Ve > 1 flz) <A+ /le(t)g(t) dt

Alors Ve > 1 f(z) < Aexp (/ g(t)dt
1

D’apres I'égalité établie & la question précédente, il vient pour ¢ > 1

$(t) _ 1‘(1) + t— 117/(1) _ /tt _ ua(u>x(u) du + /tt — ub(u) du

t t t t t



u
Par inégalité triangulaire, on obtient pour ¢t > 1 en observant <1pouru=0

y(&) < [z(D)] + [2'(1)] +/1 |b(w)] dqu/ly(U)Ma(U)l du

< Jz(D)] + [2'(1)] +/1 " lo(w)| dU+/1 y(wula(u)| du

-~

=K

En appliquant le lemme de Gronwall, on conclut

Vi > 1 y(t) < Kexp (/ltu la(u) du) < Kexp (/1+Oou\a(u)] du)

Exercice 7 (Centrale 2023)

1. Rappeler la définition de la fonction indicatrice d’Euler puis, pour n entier non nul,
exprimer ¢(n) en fonction de sa décomposition en facteurs premiers.

2. Pour n entier non nul, calculer Y p(d).
din

3. En déduire le déterminant de C = (z A j)1<ij<n avec n entier non nul.

Corrigé : 1. On définit
Vn € N* en)=Card {ke[l;n] | kAn=1}

T
Pour n > 2, on note n = [] p{" sa décomposition en facteurs premiers avec les p; premiers deux a
i=1
deux distincts et les a; entiers non nuls. D’aprés le théoréme chinois et le comptage des diviseurs
d’une puissance d’un nombre premier, il vient

T

o (11) = T et = o) = TG~

i=1 i=1

Dot go(]i[p?) :nﬁ <1—l'>

2. On a [1in]=| {kelt;n] | kAn=d}

djn
Par ailleurs, pour d|n, on a
knn=d < Nk n)eZ®> | k=kKd n=n'd et KAn' =1
Comme n est entier non nul, alors n’ = L Iest également. Ainsi, on peut mettre en bijection
ke [1;n] vérifiant k An =d avec k' € [1; n'] vérifiant &’ An' = 1. 1l s’ensuit
Card {ke[l;n] | kAn=d} =Card {K €[1;n'] | K An =1} =)

Comme il s’agit d’union disjointe, on obtient

Card[1;n] = d‘zngp (g)

n
et comme 'application d — 7 réalise une permutation de I’ensemble des diviseurs de n (involu-

tive), on conclut



Vn € N* Yop(d)=n
din

3. Soit (i,7) € [1; n]. On rappelle que pour d entier, on a
dliNg < dli et d|j

D’apreés la relation précédemment établie, il vient
iNg=220(d)= > wld)= > ok)lp,(k)lp;(k) = > aikby,
= k=1

djing dli, d|j k=1
avec Q5 ) = @(k)]lDi(k) et b/w' = ]le(k)

d’ou C=AB avec A= et B=

(ai,j) 1<i,5<n (bz}j) 1<i,j<n

La matrice A est triangulaire inférieure et la matrice B est triangulaire supérieure. Ainsi, on
obtient

det C = (det A)(det B) = (ﬁ a) <1§[1 b)

i=1

Et on conclut det C = [] ¢(k)
k=1

Exercice 8 (Centrale 2023)

Soit A € #4(C). On note p(A) = )\l\é[a(ﬁ) |A|. On pose
€Sp

Vn € N up, = /| Tr (A")]
1. Si Sp(A) est un singleton, montrer u,, —— p(A).
n—oo

2. Donner un exemple de matrice A € .#5(C) telle que la suite (u,),>1 ne converge pas.

3. On suppose que la matrice A admet au moins deux valeurs propres distinctes.

(a) Soit z € U. Montrer que 1 est valeur d’adhérence de la suite (2"),.
(b) Montrer que p(A) est valeur d’adhérence de (uy,),>1-

Corrigé : 1. Comme x, est scindé dans C[X] d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, on
dispose de P dans GL4(C) telle que P~*AP = A[;+T avec A complexe et T triangulaire supérieure
stricte. Il s’ensuit que pour n entier, on a

P71A"P = \"I; + Q,, avec Q, triangulaire supérieure stricte

d’ou |Tr (A™)] = |Tr (A"1y)| = |\|" d
Ainsi Vn € N* Uy, = | A Vd —— |\ = p(A)
n—oo
.. 0 —1
2. On choisit A = R (7/2) = (1 0 ) On a

VneN A =R(mn)=(-1)"L, et A =R(mn)A = (-1)"A

d’ou Vn € N* U2p — W — 1 et Uon+1 = 0

n—00



Ainsi La suite (u,),>1 ne converge pas.

3.(a) La suite (2"), est & valeurs dans le compact U en tant que fermé borné de C. On dispose
de ¢ extractrice telle que

2 s 6l avec 6 réel
n—oo

On pose définit ¢ : N — N par ¢(0) = ¢(0) puis ¥(n + 1) = ¢(2¢(n) + 1) pour n entier. Avec
ce choix, on observe

VneN  ¢(n+2)—¢(n+1)— (n+1)=vn) =1 +2)-2¢n+1)+id(n) > ¢(n)

-~

>1

Ainsi, la suite (¢)(n + 1) —(n)),, est une extractrice vérifiant )(n + 1) — ¢(n) —— +o0 avec

n—oo

(¢(n)),, sous-suite (p(n)),,. Il vient

Z’z/;(n+1)—w(n) — zw(”ﬂ)zw(n) SN eiGe—iB -1

n—o0

On conclut ‘La suite (2"),, admet 1 comme valeur d’adhérence.

3.(b) On a nécessairement p(A) > 0 puisque la matrice A admet au moins deux valeurs

propres distinctes. Soit Ag,..., A, les valeurs propres distinctes de A de multiplicités respec-
tives my, ..., my, avec p(A) = [Ag|. On a
P i
Vn eN Tr (A™) = Ay | mo + D_muzy |  avec z = ™
k=1 0

Soit s € [0; p] tel que |z| < 1 pouri € [s+ 1; p]. Ainsi, on a

k=1

La suite (27, ..., 2.), est avaleurs dans U®, compact comme produit fini de compacts. On dispose
donc ¢ extractrice telle que
Vee[l;s] 2™ ——c% avec 6 réel
n—oo

En procédant comme & la question 3.(a), on construit une extractrice v, définie uniquement a
partir de ¢, telle que x = ¥(- + 1) — 9 est une extractrice et vérifiant
Vee[l:s] 2™ —1

n—oo

Ainsi Tr (AX() = \n <m0 + imk + o(1)>

k=1

d’on Uy(n) = p(A) §] Yomu + o(1)
k=1

On conclut | Le rayon spectral p(A) est valeur d’adhérence de la suite (u,)n>1-




