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Préparation a 'oral - Feuille n°3

Exercice 1 (CCINP 2023)

1. Soit (u,), suite décroissante positive de limite nulle.
(a) Démontrer que la série » (—1)"u,, converge.
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Y (—1)"uw,.

(~1)re

2. On pose V(n,z) € N* xR fulz) = -

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Y f,.
n=1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0;+o0o[ de la série de fonctions 3 f,.
n=>1

Corrigé : Exercice 8 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)
1. Soit A € .7,(R). Montrer 'équivalence
AeSF(R) < Sp(A) C[0;+00]
2. Montrer que pour A € .%,(R), on a A% € ./ (R).
3. Soit A € .7,(R) et B € .7 (R) telles que AB = BA. Etablir A’B € .7 (R).
4. Soit A € .7 (R). Montrer qu’il existe B € .%,"(R) telle que A = B?.
Corrigé : Exercice 66 CCPINP 2023

Exercice 3 (CCINP 2023)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? dont la loi est donnée par

V(j, k) € N? IWKW=@@F:%%%

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables sont-elles indépendantes ?

2. Prouver l'existence de E(2%"Y) puis la calculer.

Corrigé : Exercice 97 CCPINP 2023

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)
Soit S I’ensemble des couples (P, Q) € R[X]? tels que (X — 1)"Q + X"P = 1.

1. Montrer qu’il existe un unique couple (Py, Qg) € SNR,,_1[X]?.
2. Décrire S.



L R, 1[X]? — Ry, 1[X]
Corrigé : 1. On pose :

(P,Q) — X-=1)"Q+X"P
L’application ® est bien définie puisque pour P € R,,_;[X], on a
deg(X — 1)"Q + X"P < max(deg(X — 1)"Q,deg X"P) < 2n — 1
et elle est linéaire par bilinéarité du produit. Pour (P, Q) € R,,_;[X], il vient
O(P,Q) =0 < (X—1)"Q = —X"P

Ona (X—-1)"AX"=1et X"[(X—1)"Q d’ou X"|Q d’aprés le lemme de Gauss. Comme on a
degQ < n —1, on en déduit Q = 0 puis P = 0 par intégrité ce qui prouve l'injectivité de .
Enfin, on observe

dimR,_1[X]? = 2n = dim Ry, [X]

L’application ® est linéaire injective entre deux espaces de méme dimension et c¢’est par consé-
quent un isomorphisme. On en déduit que I'équation (P, Q) = 1 admet un unique antécédent
dans R,,_;[X]? et on conclut

Il existe un unique couple (Py, Qo) € SNR,_;[X]2
2. Soit (P, Q) € R[X]?. On a
P,QesS = X-1)"Q+X"P=1

{(X CUQEXT L X 1)(Q- Qo) = —X(P - Py)

(X — 1)"Qy + X"Py = 1

Toujours d’aprés le lemme de Gauss, comme X"|(X — 1)"(Q — Qo), il vient X"|(Q — Qo) d’ou
Q = Qo+ X"R avec R € R[X] et

—X"(P —Py) = (X-1)"X"R
d’ou P =Py — (X —1)"R. Ainsi, on a
SC{(Po— (X—=1)"R,Qo+ X"R),R € R[X]}
et on vérifie 'inclusion réciproque sans difficulté. On conclut

S={(Py— (X—1)"R,Qy + X"R),R € R[X]}

Exercice 5 (Mines-Telecom 2023)

Soit E un R-ev normé de dimension finie et soit (u,), € EY telle que pour tout x € E, la suite
(||uy, — x]),, converge.

1. Montrer que la suite (u,), admet une valeur d’adhérence.
2. En déduire que la suite (u,), converge.

Corrigé : 1. La suite (||u,||») est convergente donc bornée. Ainsi, la suite (u,), est & valeurs
dans une boule fermée B¢(0, R) avec R > 0 qui est un fermé borné dans un espace de dimension
finie et est donc compacte. Par conséquent

La suite (u,), admet une valeur d’adhérence.

2. Soit ¢ une extractrice telle que u,,y) —— ¢ € E. Par hypotheése, on dispose de ¢ > 0 tel que
n—oo

|, — || —— ¢
n—oo
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Par extraction, il vient |ty — )| — ¢
n—o0

et on déduit ¢ = 0 par unicité de la limite. On conclut

La suite (uy,), converge.

Exercice 6 (Mines 2023)

t(l—s) sit<s
On pose Y(s,t) € [0;1]? K(s,t) =
s(1—t) sinon

Justifier que la fonction K admet un maximum et un minimum sur [0; 1 ]2 puis les déterminer.

Corrigé : On observe 'égalité
V(s,t) € [0;1] K(s,t) = min(s,t) (1 — max(s,t))

La fonction K est continue comme composée de telles fonctions et par conséquent, elle atteint
ses bornes sur le compact [0;1]" (fermé borné de 'espace R? de dimension finie). On remarque

V(s,t) € [0:1]°  K(s,t) =0 et K(s,t)=0 <= (s,t)€{0,1} x [0;1]U[0;1] x {0,1}

1
puis V(s,t) € [0;1]? K(s,t) < max(s,t) (1 — max(s,t)) < 1\/[Iax}u(1 —u) = 1
u€([0;1
1 ) 1 1
et K(s,t):Z = max(s,t):mm(s,t):§ = s:t:§

11

FIGURE 1 — Tracé de z = K(s, t)

11
La fonction K atteint son minimum sur K sur JK et son maximum en (5, 5)

Exercice 7 (Mines 2023)
Soient A, B dans .#,,(C) telles que AB = 0. Montrer
Vk € N* Tr (A*) + Tr (B*) = Tr ((A + B)¥)
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Corrigé : On procéde par récurrence en considérant la proposition
P(k): (A+B)F = A¥ + BMyA + B* avec M, € ., (C)
L’initialisation Z?(1) est vraie avec M; = 0. Supposons (k) vraie avec k entier non nul. On a
(A+B)! = (A+B)f(A+B)
= (A* + BM;A + B¥)(A + B)
= AR+ BMA? + BFA + A*B 4+ BMAB + B**' = AM1 + B (MA + B* ') A 4 BF!

ce qui prouve ’hérédité et clot la récurrence. Passant a la trace, il vient pour k entier non nul
en utilisant la propriété fondamentale de la trace

Tr ((A + B)¥) = Tr (A* + BMA + B¥) = Tr (A*) + Tr (MxAB) + Tr (B¥)

On conclut Vk € N* Tr (A*) + Tr (B*) = Tr ((A + B)¥)

Exercice 8 (Mines 2023)

Soit (2,27, P) un espace probabilisé et Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi Z(p) avec p € [0;1]. Onpose U= (X; ... X,) et M=U'U.

1. Déterminer la loi des variables aléatoires Tr (M) et rg (M).

2. Calculer la probabilité que la matrice M soit une matrice de projection.

Corrigé : 1. On a M = (Xin)1<ij<n
d’on Tr (M) = X2 = 3K,
i=1 i=1

qui est une somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi Z(p). Puis, on a claire-
ment Im M C Vect (UT) d’ott rg (M) € {0,1} et

{rg(M):O}:U:O:n{Xizo}

et par indépendance P (ﬂ {X;= O}) = _HllP)(Xi =0)=(1—-p)"
i=1 =

On conclut Tr (M)~ %B(n,p) et rg(M)~AB((1—-p")
2. On a par associativité M?=U" (UU") U = Tr (M)M
doi (M2 = M} = {Tr (M)M = M} = {M = 0} U {Tr (M) = 1}

Par incompatibilité puis indépendance, il vient

P(M? = M) = P(M = 0) + P(Tr (M) = 1)

=P(rg M =0)+P(Tr (M) =1)

!
—
=
25
I
=
_l_
=
=
£
I
=

On conclut  |P(M?>=M) = (1—-p)"+np(l—p)" =1+ (n—1)p)(1—p)"!




Exercice 9 (Centrale 2023)

1 n
On pose Vn e N C,= n——{—1(2”)

1. Montrer que C,, est entier pour tout n entier.

2. Calculer Y  CyC,,_j pour n entier.
k=0

3. Déterminer les entiers n non nuls tels que C,, soit impair.
Corrigé : 1. Soit n entier. On a
(2n)! (2n)! 1

Cn = (n+D)m)2  (n+1)nl  2n+ ()

Ainsi 2n+1)(5) =@+

En remarquant 'égalité 2(n + 1) — (2n+ 1) = 1, on en déduit (n+ 1) A (2n + 1) = 1 et d’aprés
le lemme de Gauss, on obtient que n + 1 divise (*"). Ainsi

’Le nombre C,, est entier pour tout n entier.‘

Variante : Une autre approche consiste & observer pour n entier

n+1-n(2n) no (2n)! o, on
n+1 (n!)Q—(")_n—i-l(n!)?_(”)_(”“)

C, =

Le résultat suit.

2. L’expression fait penser a un produit de Cauchy. Pour n entier, on a

Coy1 n+1(2n+2)2n+1)

= s 4
C, n+ 2 (n+1)2 n—00

1
On en déduit que le rayon de convergence de > C, 2" est 1 d’aprés l'utilisation du critére de

d’Alembert. D’aprés le théoréme du produit de Cauchy de séries entiéres, on obtient

1 +00 n +00 2
VzeD <O, —) > ( CkCn_k) 2" = (Zan”>
4 k=0 n=0

n=0 =
o 11
Dans ce qui suit, on note [ = 1l On pose
v I S +ooC +00 1 9
T € xr) = px = > —— ()"
(=) nZ::O n=0n+1(n)
Par dérivation de série entiére, on trouve
d ~+00
Ve el T(z) = — [2S(z)] = > (*")a"
dl’ n=0 "

Toujours par dérivation, il vient

o (2n)! el *ZO:O 2(n+1)(2n + 1) (") 2" = Qf(zn +1)(*")am

vrel  T()=3 ——’
ve (x) nzln!(n — 1)' n=0 n+1 n=0

et par linéarité du symbole somme dans I'intervalle ouvert de convergence I
Vo el T'(x) = 42T () + 2T (x)

La fonction T est donc solution sur I'intervalle I du probléme de Cauchy
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{(1—4m)y —2y=0

y(0) =1
D’apreés 'unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on en déduit
1
Ve el T(x) =

V1 —4x

Aprés intégration, on trouve

veel  S(@)— %(1—\/1—433) siz#0

1 sinon

Puis, il vient

1 1
Ve e I\ {0} S(x)2:4—$2(1—2\/1—4x+1—4x):E(S(x)—l)
+00 n +00
d’ou Ve el > (ZCkCn_k> " =2S(x)? =S(z) — 1= Cpyga™™!
n=0 “e=0 n=0

Par unicité du développement en série entiére, on conclut

VneN  Cpy = ch n—k

3. Soit n entier non nul. On observe
( 21
(Z CrChoi_ k) si n pair
C, = 1
2
2 (Z CkCn—l—k> + C%L;l sinon
k=0 2
\

Comme un entier et son carré sont de méme parité, on obtient

C, impair <= n impair et CnT—l impair (%)
On note n = (d,_1, ..., dp) son écriture binaire avec d,_y = 1 et d; € {0,1} pouri € [0; p—2].

On a donc Cu y=1[2] <= dy=1 et Cy y =1 2]

p—15---,d0 p—15--,d1

Pour k € [0; p— 1], on note

1
L’initialisation £2(0) est immédiate. On suppose (k) vraie pour k € [0; p — 2]. D’aprés
I'équivalence (x), on obtient

pfl,...,do p—1y:es > =

Cidyoryay =1[2] &= d=1 et Cy =1 2]

p—15e-dk41)

ce qui prouve I’hérédité et clot la récurrence. On conclut

Les entiers n non nuls tels que C,, est impair sont de la forme n = 2P — 1 avec p entier non nul.

Variante : On peut procéder sans la relation établie a la question 2. Soit n entier non nul. On
montre

+00 n

va(nl) = {?J =n— sy(n)
k=1

oll sy désigne la fonction somme des chiffres de ’écriture binaire. Il vient
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v2(Cp) = v2((2n)!) — 209(n!) — vo(n + 1)
= 2n — 55(2n) — 2n + 2s5(n) — va(n + 1)
=s53(n) —va(n+1)=n—vn!) —ven+1)=n+1—-v((n+ 1)) —1=s(m+1)—1

Ainsi, on a 15(C,) =0 <= so(n+1) =1 <= n+ 1= 2" avec p entier non nul

et on retrouve le résultat précédemment établi.

Exercice 10 (Centrale 2023, X 2019)

Soit (G, ) un groupe fini d’ordre n. On note G I'ensemble des morphismes de (G, %) vers (C*, x).

1. (a) Rappeler la définition de 'ordre d’un élément de G. Que peut-on dire de lordre de
geG?
(b) Pour ¢ € (A}, préciser les valeurs possibles pour ¢(g) avec g € G.
(¢) Montrer que Pensemble G est fini. On note 7 son cardinal.

2. (a) Pour ¢ € G ~ {1}, montrer 3" ¢(g) = 0.
geG

(b) Montrer que G est une partie libre de CC.
(¢) En déduire n < n.
(d) Sile groupe (G, *) est cyclique, établir n = n.
3. On suppose (G, +) abélien fini.
(a) Pour = € G, on note 8, : G — C,x = x(x). Vérifier que §, € G pour z € G puis
établir que l'application ® : G — @, x +— 0, est un isomorphisme.
(b) En déduire n.

Corrigé : 1.(a) Soit ¢ € G. L’ordre de g noté o(g) est le plus petit entier k£ non nul tel que
g* =e. On a o(g)|n.

1.(b) Soit g € G. On a p(g") =wle) =1 et »(g") =p(g)"

D’ou Vg € G o(g) € U,

1.(c) On a G C US avec G et U, des ensembles finis. Par conséquent

L’ensemble (A} est fini.

Remarque : L’ensemble G est appelé dual de G et les éléments de G sont appelés caracteres
de G.

2.(a) Soit ¢ € G ~ {1}. On dispose de a € G tel que p(a) # 1. L’application G — G, g+ a* g
réalise une permutation de G et il vient

Yoelg) = 2 wlaxg) = > wla)p(g)

geG geG geG
d’on (1 =w(a)) 2 plg) =0
geG
On conclut Y plg) =0
geG




2.(b) Observons en premier lieu que Pensemble C% posséde bien une structure de C-espace
vectoriel. Le groupe (C*, x) étant commutatif, on vérifie sans difficulté que (G, x) posséde une
structure de groupe (la loi x est bien une loi interne & G et tout le reste suit). Soit (ay) g
famille de complexes telle que ) a,p = Occ. Soit ¢ € G. 11 vient

©eC

Z O‘Mm/}_l = OCG
e
d’on S X aspy ] =0
9€G \ »eG

et en permutant 'ordre de sommation, il vient

2 (wa‘l(g)) =ay =0

©0eC geG
On conclut La famille G est une partie libre de C¢.
2.(c) Soit ¢ € G. On a 0=y
geG

ce qui prouve que la famille {ll{g}}geG est génératrice de CY. Il s’ensuit que dimC® < n et
comme la famille G est une partie libre de C%, on conclut

n<n
2.(d) Soit g € G tel que G = (g) = {kg,k € Z} et soit ¢ € G. On a ¢(g) € U, d’ott ¢(g) = w*
avec w = e et [ € [0;n—1]. 11 en résulte que

VkeZ  p(kg) = ¢(g)F = wk

0 Vee[0;n—1] ¢ ¢
n pose S ;= :
P e kg, k € 7 — w'*

Soit £ € [0; n— 1]. L’application x, est bien définie. En effet, soit (k, k') € Z? tel que kg = k'g.
On a (k—Fk')g =0 dou n|(k — k') ce qui prouve k = k' + nq avec ¢ € Z et il vient

E'+ng)l _ wk’fwan — wk’f

Wkl = Wl
De plus, c’est un élément de G puisque

V(kK) €22 xeolkg + K g) = xe((k + K)g) = wEHF) = w8 =y (k)xo(K')
Ainsi, on a GZ{XAKE[[OSH_H]}
Pour (¢,7) € [0; n—1]% on a
Xi=xe = x(1)=xe(1)
— wilf=1 = j—AenZn|[-(n—-1);n-1] = j={(

On conclut n=Card {x,,€[0;n—1]}=n

Remarque : On peut montrer G ~ G en vérifiant que l'application



Z/nZ — G
v _
J X
ot j € 7N[0; n— 1] est un isomorphisme de groupes. L’application est bien définie car y; ne
dépend pas du choix d’un représentant de j puisque
Vk € Z Xj+ke = X5

Elle est clairement surjective et injective puisque pour j € Z, on a y; = 1 implique w/ = 1 qui
implique j = 0. Enfin, on a

V(5,0 €Z W+ ]) =V +0) = Xje = XoXe
Ainsi G~7Z/nZ ~G

3.(a) La notation G a du sens puisque c’est I'ensemble des morphismes du groupe (CA}, X) vers
(C*, x). L'ensemble G est appelé bidual de G. Soit z € G et (¢, x) € G% On a

0z(xp) = (xp) () = x(x)p(r) = d.(x)d=(¢)

D’ou Ve e G 0, € é
Soit (x,y) € G2 On a
YweG Bz +y)(x) =x(z+y) = x(@)x(y) = 2(x) ()8 (y)(x)

d’oil V(z,y,) € G* Pz +y) =P(x)P(y)

On note n = Card G. D’aprés le résultat de la question 2.(c), on a

n<n<n
Si on établit 'injectivité de @, on pourra en déduire n < 7 et conclure. On a
® injectif <= Ker ® = {0g}
Soit x € G \ {0g}. On note d = o(x). L’application
(zy —C
X {kx,k €7 — Wk

avec w = e 4 est un morphisme de ((z),+) vers (C*, x) pour les mémes raisons que les mor-
phismes x;, exhibés a la question 2.(d) avec ¢ € [0; n — 1] et c’est un morphisme non trivial
puisque x(z) = w # 1. Si d = n, c’est-a-dire G = (x), ¢’est terminé. Supposons H = (z) ¢ G.
Soit y € G~ H. On note K = (HU {y}). On montre sans difficulté

K = {h+ky, (hk) € Hx Z}

On pose p=min{k € N* | ky € H}

L’ensemble {k € N* | ky € H} est une partie non vide de N* puisque ny = Og € H et l'entier p
est donc bien défini. Soit z € C tel que 2P = x(py). On définit

V(h,k)e HxZ  X(h+ky) = x(h)z*

On va vérifier que Papplication Y est bien définie et qu’il s’agit bien d’un élément de K pro-
longeant x € H. Soit (h,k) € Hx Z et (h',k') € H X Z tels que h + ky = W' + k'y. On a



h —h'" = (k' — k)y. D’aprés le théoréme de la divisions euclidienne, on dispose de ¢ € Z et
€[0;p—1] tels que k' — k = pg + r. Ainsi, il vient
h—h —pgy=ry
N————
eH

Par minimalité de p, il en résulte que r = 0 d’ott

K'=k+pg et h'=h—pqy

Ainsi X(W)2H = x(h — pay)2F71 = x(h)z7P9zPa2k = x(h)2F

ce qui prouve que 'application Y est bien définie. Sans difficulté, il vient alors pour (h, k) et
(W, k") dans H x Z

X(ht+ky+h'+ky) = X(h+1 +(k+K)y) = x(h+h)2 = x(h)2/x(h)2* = X(h+ky)X (W' +F'y)

Par conséquent, on a bien prolongé le morphisme non trivial x € Hen le morphisme également
non trivial Y € K. On itére ce processus jusqu’a prolonger y en morphisme non trivial sur G
tout entier et on conclut que I'application ® est injective. On en déduit n < 7 et par conséquent,
on a n =n et 'application ® est donc injective entre deux ensembles finis de méme cardinal ce
qui prouve qu’elle est bijective. On conclut

L’application ® est un isomorphisme de (G, +) vers (G, X).

3.(b) On a montré précédemment 7 <7 < n et comme 7l = n, on conclut
n=n
Variante : On peut montrer ce résultat directement, sans passer par le bidual é Pour a € G,
on pose
vxeG  Ta(x)=x(-+a)

Pour a € G, I'application T, a valeurs dans C% est linéaire et bijective d’application réciproque
T_4. On pose

- {G — GL(CS)

a+— T,
On observe V(a,b) € G*  T(a+b)=T(a)['(b)=T,0T,=TyoT,
On en déduit Va € G T = ®(na) = ¢(0g) = id

Ainsi, le polynome X" — 1 est annulateur de T, pour tout a € G. Comme il s’agit d’un poly-
nome scindé a racines simples dans C[X], on en déduit que la famille (T,).cc est une famille
d’endomorphismes de C® qui commutent. D’aprés un résultat classique de réduction, il existe
une base commune de C% formée de vecteurs propres des T, pour a € G. Soit u un tel vecteur
propre. On a T,(u) = A(a)u pour tout a € G d’ou

V(a,z) € G2 Tu(u)(x) = AMa)u(z) = u(z + a)

S’il existe g € G tel que u(g) = 0, comme u # Oca, on dispose de h € G tel que u(h) # 0 et il
vient

= A(h = g)u(g) = u(h) # 0

ce qui est absurde. On en déduit que 'application v ne s’annule pas sur u. Enfin pour (a,b) € G,
on a
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Torp(u) =Aa+b)u et Topp(u)=u(-+a+b) = Aa)u(-+b) = ANa)\(b)u
d’otl Aa+b) = Aa)A(b)

b b
qu’on peut encore écrire ufa +) — u(a) u(b)

u(0)  u(0)u(0)

et qui prouve que xy = W est un caractére. Par conséquent, on dispose d’une famille libre
u

de caractéres de cardinal égal & dim C®. Enfin, la famille (]l{g})geG est une famille libre et

énératrice C* d’ot dimC% = Card G = n. Ainsi, on a n = n et on retrouve donc 'égalité
) g
n=nmn.
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