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Préparation à l'oral - Feuille n°3

Exercice 1 (CCINP 2023)

1. Soit (un)n suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série
∑

(−1)nun converge.
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série

∑
(−1)nun.

2. On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × R fn(x) =
(−1)ne−nx

n

(a) Étudier la convergence simple sur R de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn.

(b) Étudier la convergence uniforme sur [ 0 ; +∞ [ de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn.

Corrigé : Exercice 8 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

1. Soit A ∈ Sn(R). Montrer l'équivalence

A ∈ S +
n (R) ⇐⇒ Sp (A) ⊂ [ 0 ; +∞ [

2. Montrer que pour A ∈ Sn(R), on a A2 ∈ S +
n (R).

3. Soit A ∈ Sn(R) et B ∈ S +
n (R) telles que AB = BA. Établir A2B ∈ S +

n (R).
4. Soit A ∈ S +

n (R). Montrer qu'il existe B ∈ S +
n (R) telle que A = B2.

Corrigé : Exercice 66 CCPINP 2023

Exercice 3 (CCINP 2023)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires à valeurs dans N2 dont la loi est donnée par

∀(j, k) ∈ N2 P((X,Y) = (j, k)) =
(j + k)

e 2j+kj!k!

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables sont-elles indépendantes ?

2. Prouver l'existence de E(2X+Y) puis la calculer.

Corrigé : Exercice 97 CCPINP 2023

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

Soit S l'ensemble des couples (P,Q) ∈ R[X]2 tels que (X− 1)nQ+XnP = 1.

1. Montrer qu'il existe un unique couple (P0,Q0) ∈ S ∩ Rn−1[X]
2.

2. Décrire S.
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Corrigé : 1. On pose Φ:

®
Rn−1[X]

2 −→ R2n−1[X]

(P,Q) 7−→ (X− 1)nQ+XnP

L'application Φ est bien dé�nie puisque pour P ∈ Rn−1[X], on a

deg(X− 1)nQ+XnP ⩽ max(deg(X− 1)nQ, degXnP) ⩽ 2n− 1

et elle est linéaire par bilinéarité du produit. Pour (P,Q) ∈ Rn−1[X], il vient

Φ(P,Q) = 0 ⇐⇒ (X− 1)nQ = −XnP

On a (X − 1)n ∧ Xn = 1 et Xn|(X − 1)nQ d'où Xn|Q d'après le lemme de Gauss. Comme on a
degQ ⩽ n − 1, on en déduit Q = 0 puis P = 0 par intégrité ce qui prouve l'injectivité de Φ.
En�n, on observe

dimRn−1[X]
2 = 2n = dimR2n−1[X]

L'application Φ est linéaire injective entre deux espaces de même dimension et c'est par consé-
quent un isomorphisme. On en déduit que l'équation Φ(P,Q) = 1 admet un unique antécédent
dans Rn−1[X]

2 et on conclut

Il existe un unique couple (P0,Q0) ∈ S ∩ Rn−1[X]
2.

2. Soit (P,Q) ∈ R[X]2. On a

(P,Q) ∈ S ⇐⇒ (X− 1)nQ+XnP = 1

⇐⇒
®
(X− 1)nQ+XnP = 1

(X− 1)nQ0 +XnP0 = 1
⇐⇒ (X− 1)n(Q−Q0) = −Xn(P− P0)

Toujours d'après le lemme de Gauss, comme Xn|(X − 1)n(Q − Q0), il vient Xn|(Q − Q0) d'où
Q = Q0 +XnR avec R ∈ R[X] et

−Xn(P− P0) = (X− 1)nXnR

d'où P = P0 − (X− 1)nR. Ainsi, on a

S ⊂ {(P0 − (X− 1)nR,Q0 +XnR),R ∈ R[X]}

et on véri�e l'inclusion réciproque sans di�culté. On conclut

S = {(P0 − (X− 1)nR,Q0 +XnR),R ∈ R[X]}

Exercice 5 (Mines-Telecom 2023)

Soit E un R-ev normé de dimension �nie et soit (un)n ∈ EN telle que pour tout x ∈ E, la suite
(∥un − x∥)n converge.

1. Montrer que la suite (un)n admet une valeur d'adhérence.

2. En déduire que la suite (un)n converge.

Corrigé : 1. La suite (∥un∥n) est convergente donc bornée. Ainsi, la suite (un)n est à valeurs
dans une boule fermée Bf (0,R) avec R ⩾ 0 qui est un fermé borné dans un espace de dimension
�nie et est donc compacte. Par conséquent

La suite (un)n admet une valeur d'adhérence.

2. Soit φ une extractrice telle que uφ(n) −−−→
n→∞

ℓ ∈ E. Par hypothèse, on dispose de c ⩾ 0 tel que

∥un − ℓ∥ −−−→
n→∞

c
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Par extraction, il vient ∥uφ(n) − ℓ∥ −−−→
n→∞

c

et on déduit c = 0 par unicité de la limite. On conclut

La suite (un)n converge.

Exercice 6 (Mines 2023)

On pose ∀(s, t) ∈ [ 0 ; 1 ]2 K(s, t) =

t(1− s) si t < s

s(1− t) sinon

Justi�er que la fonction K admet un maximum et un minimum sur [ 0 ; 1 ]2 puis les déterminer.

Corrigé : On observe l'égalité

∀(s, t) ∈ [ 0 ; 1 ]2 K(s, t) = min(s, t) (1−max(s, t))

La fonction K est continue comme composée de telles fonctions et par conséquent, elle atteint
ses bornes sur le compact [ 0 ; 1 ]1 (fermé borné de l'espace R2 de dimension �nie). On remarque

∀(s, t) ∈ [ 0 ; 1 ]2 K(s, t) ⩾ 0 et K(s, t) = 0 ⇐⇒ (s, t) ∈ {0, 1} × [ 0 ; 1 ] ∪ [ 0 ; 1 ]× {0, 1}

puis ∀(s, t) ∈ [ 0 ; 1 ]2 K(s, t) ⩽ max(s, t) (1−max(s, t)) ⩽ Max
u∈[ 0 ;1 ]

u(1− u) =
1

4

et K(s, t) =
1

4
⇐⇒ max(s, t) = min(s, t) =

1

2
⇐⇒ s = t =

1

2
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Figure 1 � Tracé de z = K(s, t)

La fonction K atteint son minimum sur K sur ∂K et son maximum en
Å
1

2
,
1

2

ã
.

Exercice 7 (Mines 2023)

Soient A, B dans Mn(C) telles que AB = 0. Montrer

∀k ∈ N∗ Tr (Ak) + Tr (Bk) = Tr ((A + B)k)
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Corrigé : On procède par récurrence en considérant la proposition

P(k) : (A + B)k = Ak + BMkA+ Bk avec Mk ∈ Mn(C)

L'initialisation P(1) est vraie avec M1 = 0. Supposons P(k) vraie avec k entier non nul. On a

(A + B)k+1 = (A + B)k(A + B)

= (Ak + BMkA+ Bk)(A + B)

= Ak+1 + BMkA
2 + BkA+AkB + BMkAB + Bk+1 = Ak+1 + B

(
MkA+ Bk−1

)
A+ Bk+1

ce qui prouve l'hérédité et clôt la récurrence. Passant à la trace, il vient pour k entier non nul
en utilisant la propriété fondamentale de la trace

Tr ((A + B)k) = Tr (Ak + BMkA+ Bk) = Tr (Ak) + Tr (MkAB) + Tr (Bk)

On conclut ∀k ∈ N∗ Tr (Ak) + Tr (Bk) = Tr ((A + B)k)

Exercice 8 (Mines 2023)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes de
même loi B(p) avec p ∈ [ 0 ; 1 ]. On pose U =

(
X1 . . . Xn

)
et M = U⊤U.

1. Déterminer la loi des variables aléatoires Tr (M) et rg (M).

2. Calculer la probabilité que la matrice M soit une matrice de projection.

Corrigé : 1. On a M =
(
XiXj

)
1⩽i,j⩽n

d'où Tr (M) =
n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

Xi

qui est une somme de n variables aléatoires indépendantes de même loi B(p). Puis, on a claire-
ment Im M ⊂ Vect (U⊤) d'où rg (M) ∈ {0, 1} et

{rg (M) = 0} = U = 0 =
n⋂
i=1

{Xi = 0}

et par indépendance P

(
n⋂
i=1

{Xi = 0}

)
=

n∏
i=1

P(Xi = 0) = (1− p)n

On conclut Tr (M)∼B(n, p) et rg (M)∼B((1− p)n)

2. On a par associativité M2 = U⊤ (UU⊤)U = Tr (M)M

d'où {M2 = M} = {Tr (M)M = M} = {M = 0} ⊔ {Tr (M) = 1}

Par incompatibilité puis indépendance, il vient

P(M2 = M) = P(M = 0) + P(Tr (M) = 1)

= P(rg M = 0) + P(Tr (M) = 1) =
n∏
i=1

P(Xi = 0) + P(Tr (M) = 1)

On conclut P(M2 = M) = (1− p)n + np(1− p)n−1 = (1 + (n− 1)p)(1− p)n−1
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Exercice 9 (Centrale 2023)

On pose ∀n ∈ N Cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)
1. Montrer que Cn est entier pour tout n entier.

2. Calculer
n∑
k=0

CkCn−k pour n entier.

3. Déterminer les entiers n non nuls tels que Cn soit impair.

Corrigé : 1. Soit n entier. On a

Cn =
(2n)!

(n+ 1)(n!)2
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
=

1

2n+ 1

(
2n+1
n

)
Ainsi (2n+ 1)

(
2n
n

)
= (n+ 1)

(
2n+1
n

)
En remarquant l'égalité 2(n+ 1)− (2n+ 1) = 1, on en déduit (n+ 1) ∧ (2n+ 1) = 1 et d'après
le lemme de Gauss, on obtient que n+ 1 divise

(
2n
n

)
. Ainsi

Le nombre Cn est entier pour tout n entier.

Variante : Une autre approche consiste à observer pour n entier

Cn =
n+ 1− n

n+ 1

(2n)!

(n!)2
=
(
2n
n

)
− n

n+ 1

(2n)!

(n!)2
=
(
2n
n

)
−
(

2n
n+1

)
Le résultat suit.

2. L'expression fait penser à un produit de Cauchy. Pour n entier, on a

Cn+1

Cn

=
n+ 1

n+ 2

(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)2
−−−→
n→∞

4

On en déduit que le rayon de convergence de
∑

Cnz
n est

1

4
d'après l'utilisation du critère de

d'Alembert. D'après le théorème du produit de Cauchy de séries entières, on obtient

∀z ∈ D

Å
0,

1

4

ã
+∞∑
n=0

Å
n∑
k=0

CkCn−k

ã
zn =

Å
+∞∑
n=0

Cnz
n

ã2
Dans ce qui suit, on note I =

ò
−1

4
;
1

4

ï
. On pose

∀x ∈ I S(x) =
+∞∑
n=0

Cnx
n =

+∞∑
n=0

1

n+ 1

(
2n
n

)
xn

Par dérivation de série entière, on trouve

∀x ∈ I T(x) =
d

dx
[xS(x)] =

+∞∑
n=0

(
2n
n

)
xn

Toujours par dérivation, il vient

∀x ∈ I T′(x) =
+∞∑
n=1

(2n)!

n!(n− 1)!
xn−1 =

+∞∑
n=0

2(n+ 1)(2n+ 1)

n+ 1

(
2n
n

)
xn = 2

+∞∑
n=0

(2n+ 1)
(
2n
n

)
xn

et par linéarité du symbole somme dans l'intervalle ouvert de convergence I

∀x ∈ I T′(x) = 4xT′(x) + 2T(x)

La fonction T est donc solution sur l'intervalle I du problème de Cauchy
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®
(1− 4x)y′ − 2y = 0

y(0) = 1

D'après l'unicité du théorème de Cauchy linéaire, on en déduit

∀x ∈ I T(x) =
1√

1− 4x

Après intégration, on trouve

∀x ∈ I S(x) =


1

2x

(
1−

√
1− 4x

)
si x ̸= 0

1 sinon

Puis, il vient

∀x ∈ I∖ {0} S(x)2 =
1

4x2
(
1− 2

√
1− 4x+ 1− 4x

)
=

1

x
(S(x)− 1)

d'où ∀x ∈ I
+∞∑
n=0

Å
n∑
k=0

CkCn−k

ã
xn+1 = xS(x)2 = S(x)− 1 =

+∞∑
n=0

Cn+1x
n+1

Par unicité du développement en série entière, on conclut

∀n ∈ N Cn+1 =
n∑
k=0

CkCn−k

3. Soit n entier non nul. On observe

Cn =


2

Çn
2
−1∑

k=0

CkCn−1−k

å
si n pair

2

(
n−1
2∑

k=0

CkCn−1−k

)
+ C2

n−1
2

sinon

Comme un entier et son carré sont de même parité, on obtient

Cn impair ⇐⇒ n impair et Cn−1
2

impair (∗)

On note n = ⟨dp−1, . . . , d0⟩ son écriture binaire avec dp−1 = 1 et di ∈ {0, 1} pour i ∈ [[ 0 ; p− 2 ]].

On a donc C⟨dp−1,...,d0⟩ ≡ 1 [2] ⇐⇒ d0 = 1 et C⟨dp−1,...,d1⟩ ≡ 1 [2]

Pour k ∈ [[ 0 ; p− 1 ]], on note

P(k) : C⟨dp−1,...,d0⟩ ≡ 1 [2] ⇐⇒ ∀i ∈ [[ 0 ; k − 1 ]] di = 1 et C⟨dp−1,...,dk⟩ ≡ 1 [2]

L'initialisation P(0) est immédiate. On suppose P(k) vraie pour k ∈ [[ 0 ; p − 2 ]]. D'après
l'équivalence (∗), on obtient

C⟨dp−1,...,dk⟩ ≡ 1 [2] ⇐⇒ dk = 1 et C⟨dp−1,...,dk+1⟩ ≡ 1 [2]

ce qui prouve l'hérédité et clôt la récurrence. On conclut

Les entiers n non nuls tels que Cn est impair sont de la forme n = 2p − 1 avec p entier non nul.

Variante : On peut procéder sans la relation établie à la question 2. Soit n entier non nul. On
montre

v2(n!) =
+∞∑
k=1

⌊ n
2k

⌋
= n− s2(n)

où s2 désigne la fonction somme des chi�res de l'écriture binaire. Il vient
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v2(Cn) = v2((2n)!)− 2v2(n!)− v2(n+ 1)
= 2n− s2(2n)− 2n+ 2s2(n)− v2(n+ 1)
= s2(n)− v2(n+ 1) = n− v2(n!)− v2(n+ 1) = n+ 1− v2((n+ 1)!)− 1 = s2(n+ 1)− 1

Ainsi, on a v2(Cn) = 0 ⇐⇒ s2(n+ 1) = 1 ⇐⇒ n+ 1 = 2p avec p entier non nul

et on retrouve le résultat précédemment établi.

Exercice 10 (Centrale 2023, X 2019)

Soit (G, ⋆) un groupe �ni d'ordre n. On note Ĝ l'ensemble des morphismes de (G, ⋆) vers (C∗,×).

1. (a) Rappeler la dé�nition de l'ordre d'un élément de G. Que peut-on dire de l'ordre de
g ∈ G ?

(b) Pour φ ∈ Ĝ, préciser les valeurs possibles pour φ(g) avec g ∈ G.

(c) Montrer que l'ensemble Ĝ est �ni. On note n̂ son cardinal.

2. (a) Pour φ ∈ Ĝ∖ {1}, montrer
∑
g∈G

φ(g) = 0.

(b) Montrer que Ĝ est une partie libre de CG.
(c) En déduire n̂ ⩽ n.
(d) Si le groupe (G, ⋆) est cyclique, établir n̂ = n.

3. On suppose (G,+) abélien �ni.

(a) Pour x ∈ G, on note δx : Ĝ → C, χ 7→ χ(x). Véri�er que δx ∈ ̂̂
G pour x ∈ G puis

établir que l'application Φ : G → ̂̂
G, x 7→ δx est un isomorphisme.

(b) En déduire n̂.

Corrigé : 1.(a) Soit g ∈ G. L'ordre de g noté o(g) est le plus petit entier k non nul tel que
gk = e. On a o(g)|n.

1.(b) Soit g ∈ G. On a φ(gn) = φ(e) = 1 et φ(gn) = φ(g)n

D'où ∀g ∈ G φ(g) ∈ Un

1.(c) On a Ĝ ⊂ UG
n avec G et Un des ensembles �nis. Par conséquent

L'ensemble Ĝ est �ni.

Remarque : L'ensemble Ĝ est appelé dual de G et les éléments de Ĝ sont appelés caractères

de G.

2.(a) Soit φ ∈ Ĝ∖ {1}. On dispose de a ∈ G tel que φ(a) ̸= 1. L'application G → G, g 7→ a ⋆ g
réalise une permutation de G et il vient∑

g∈G
φ(g) =

∑
g∈G

φ(a ⋆ g) =
∑
g∈G

φ(a)φ(g)

d'où (1− φ(a))
∑
g∈G

φ(g) = 0

On conclut
∑
g∈G

φ(g) = 0
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2.(b) Observons en premier lieu que l'ensemble CG possède bien une structure de C-espace
vectoriel. Le groupe (C∗,×) étant commutatif, on véri�e sans di�culté que (Ĝ,×) possède une
structure de groupe (la loi × est bien une loi interne à Ĝ et tout le reste suit). Soit (αφ)φ∈“G
famille de complexes telle que

∑
φ∈“Gαφφ = 0CG . Soit ψ ∈ Ĝ. Il vient

∑
φ∈“Gαφφψ−1 = 0CG

d'où
∑
g∈G

(∑
φ∈“Gαφφψ−1

)
= 0

et en permutant l'ordre de sommation, il vient∑
φ∈“Gαφ

Ç∑
g∈G

φψ−1(g)

å
= αψ = 0

On conclut La famille Ĝ est une partie libre de CG.

2.(c) Soit φ ∈ Ĝ. On a φ =
∑
g∈G

φ(g)1{g}

ce qui prouve que la famille
{
1{g}

}
g∈G est génératrice de CG. Il s'ensuit que dimCG ⩽ n et

comme la famille Ĝ est une partie libre de CG, on conclut

n̂ ⩽ n

2.(d) Soit g ∈ G tel que G = ⟨g⟩ = {kg, k ∈ Z} et soit φ ∈ Ĝ. On a φ(g) ∈ Un d'où φ(g) = ωℓ

avec ω = e
2iπ
n et ℓ ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]. Il en résulte que

∀k ∈ Z φ(kg) = φ(g)k = ωkℓ

On pose ∀ℓ ∈ [[ 0 ; n− 1 ]] χℓ :

®
G −→ C

kg, k ∈ Z 7−→ ωℓk

Soit ℓ ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]. L'application χℓ est bien dé�nie. En e�et, soit (k, k′) ∈ Z2 tel que kg = k′g.
On a (k − k′)g = 0 d'où n|(k − k′) ce qui prouve k = k′ + nq avec q ∈ Z et il vient

ωkℓ = ω(k′+nq)ℓ = ωk
′ℓωnqℓ = ωk

′ℓ

De plus, c'est un élément de Ĝ puisque

∀(k, k′) ∈ Z2 χℓ(kg + k′g) = χℓ((k + k′)g) = ωℓ(k+k
′) = ωℓkωℓk

′
= χℓ(k)χℓ(k

′)

Ainsi, on a Ĝ = {χℓ, ℓ ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]}

Pour (ℓ, j) ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]2, on a

χj = χℓ =⇒ χj(1) = χℓ(1)

=⇒ ωj−ℓ = 1 =⇒ j − ℓ ∈ nZ ∩ [[−(n− 1) ; n− 1 ]] =⇒ j = ℓ

On conclut n̂ = Card {χℓ, ℓ ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]} = n

Remarque : On peut montrer G ≃ Ĝ en véri�ant que l'application
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Ψ:

{
Z/nZ −→ Ĝ

j̄ 7−→ χj

où j ∈ j̄ ∩ [[ 0 ; n− 1 ]] est un isomorphisme de groupes. L'application est bien dé�nie car χj ne
dépend pas du choix d'un représentant de j̄ puisque

∀k ∈ Z χj+kℓ = χj

Elle est clairement surjective et injective puisque pour j ∈ Z, on a χj = 1 implique ωj = 1 qui
implique j̄ = 0̄. En�n, on a

∀(j, ℓ) ∈ Z2 Ψ(ℓ̄+ j̄) = Ψ(j + ℓ) = χj+ℓ = χjχℓ

Ainsi Ĝ ≃ Z/nZ ≃ G

3.(a) La notation ̂̂G a du sens puisque c'est l'ensemble des morphismes du groupe (Ĝ,×) vers

(C∗,×). L'ensemble ̂̂G est appelé bidual de G. Soit x ∈ G et (φ, χ) ∈ Ĝ2. On a

δx(χφ) = (χφ)(x) = χ(x)φ(x) = δx(χ)δx(φ)

D'où ∀x ∈ G δx ∈
̂̂
G

Soit (x, y) ∈ G2. On a

∀χ ∈ Ĝ Φ(x+ y)(χ) = χ(x+ y) = χ(x)χ(y) = Φ(x)(χ)Φ(y)(χ)

d'où ∀(x, y, ) ∈ G2 Φ(x+ y) = Φ(x)Φ(y)

On note ̂̂n = Card
̂̂
G. D'après le résultat de la question 2.(c), on â̂n ⩽ n̂ ⩽ n

Si on établit l'injectivité de Φ, on pourra en déduire n ⩽ ̂̂n et conclure. On a

Φ injectif ⇐⇒ Ker Φ = {0G}

Soit x ∈ G∖ {0G}. On note d = o(x). L'application

χ :

®
⟨x⟩ −→ C

kx, k ∈ Z 7−→ ωk

avec ω = e
2iπ
d est un morphisme de (⟨x⟩ ,+) vers (C∗,×) pour les mêmes raisons que les mor-

phismes χℓ exhibés à la question 2.(d) avec ℓ ∈ [[ 0 ; n − 1 ]] et c'est un morphisme non trivial
puisque χ(x) = ω ̸= 1. Si d = n, c'est-à-dire G = ⟨x⟩, c'est terminé. Supposons H = ⟨x⟩ ⊊ G.
Soit y ∈ G∖ H. On note K = ⟨H ∪ {y}⟩. On montre sans di�culté

K = {h+ ky, (h, k) ∈ H× Z}

On pose p = min {k ∈ N∗ | ky ∈ H}

L'ensemble {k ∈ N∗ | ky ∈ H} est une partie non vide de N∗ puisque ny = 0G ∈ H et l'entier p
est donc bien dé�ni. Soit z ∈ C tel que zp = χ(py). On dé�nit

∀(h, k) ∈ H× Z χ̃(h+ ky) = χ(h)zk

On va véri�er que l'application χ̃ est bien dé�nie et qu'il s'agit bien d'un élément de K̂ pro-
longeant χ ∈ Ĥ. Soit (h, k) ∈ H × Z et (h′, k′) ∈ H × Z tels que h + ky = h′ + k′y. On a
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h − h′ = (k′ − k)y. D'après le théorème de la divisions euclidienne, on dispose de q ∈ Z et
r ∈ [[ 0 ; p− 1 ]] tels que k′ − k = pq + r. Ainsi, il vient

h− h′ − pqy︸ ︷︷ ︸
∈H

= ry

Par minimalité de p, il en résulte que r = 0 d'où

k′ = k + pq et h′ = h− pqy

Ainsi χ(h′)zk
′
= χ(h− pqy)zk+pq = χ(h)z−pqzpqzk = χ(h)zk

ce qui prouve que l'application χ̃ est bien dé�nie. Sans di�culté, il vient alors pour (h, k) et
(h′, k′) dans H× Z
χ̃(h+ky+h′+k′y) = χ̃(h+h′+(k+k′)y) = χ(h+h′)zk+k

′
= χ(h)zjχ(h′)zk

′
= χ̃(h+ky)χ̃(h′+k′y)

Par conséquent, on a bien prolongé le morphisme non trivial χ ∈ Ĥ en le morphisme également
non trivial χ̃ ∈ K̂. On itère ce processus jusqu'à prolonger χ en morphisme non trivial sur G

tout entier et on conclut que l'application Φ est injective. On en déduit n ⩽ ̂̂n et par conséquent,
on a n = ̂̂n et l'application Φ est donc injective entre deux ensembles �nis de même cardinal ce
qui prouve qu'elle est bijective. On conclut

L'application Φ est un isomorphisme de (G,+) vers ( ̂̂G,×).

3.(b) On a montré précédemment ̂̂n ⩽ n̂ ⩽ n et comme ̂̂n = n, on conclut

n = n̂

Variante : On peut montrer ce résultat directement, sans passer par le bidual ̂̂G. Pour a ∈ G,
on pose

∀χ ∈ Ĝ Ta(χ) = χ(·+ a)

Pour a ∈ G, l'application Ta à valeurs dans CG est linéaire et bijective d'application réciproque
T−a. On pose

Γ:

®
G −→ GL(CG)

a 7−→ Ta

On observe ∀(a, b) ∈ G2 Γ(a+ b) = Γ(a)Γ(b) = Ta ◦ Tb = Tb ◦ Ta

On en déduit ∀a ∈ G Tn
a = Φ(na) = Φ(0G) = id

Ainsi, le polynôme Xn − 1 est annulateur de Ta pour tout a ∈ G. Comme il s'agit d'un poly-
nôme scindé à racines simples dans C[X], on en déduit que la famille (Ta)a∈G est une famille
d'endomorphismes de CG qui commutent. D'après un résultat classique de réduction, il existe
une base commune de CG formée de vecteurs propres des Ta pour a ∈ G. Soit u un tel vecteur
propre. On a Ta(u) = λ(a)u pour tout a ∈ G d'où

∀(a, x) ∈ G2 Ta(u)(x) = λ(a)u(x) = u(x+ a)

S'il existe g ∈ G tel que u(g) = 0, comme u ̸= 0CG , on dispose de h ∈ G tel que u(h) ̸= 0 et il
vient

0 = λ(h− g)u(g) = u(h) ̸= 0

ce qui est absurde. On en déduit que l'application u ne s'annule pas sur u. En�n pour (a, b) ∈ G2,
on a
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Ta+b(u) = λ(a+ b)u et Ta+b(u) = u(·+ a+ b) = λ(a)u(·+ b) = λ(a)λ(b)u

d'où λ(a+ b) = λ(a)λ(b)

qu'on peut encore écrire
u(a+ b)

u(0)
=
u(a)

u(0)

u(b)

u(0)

et qui prouve que χ =
u

u(0)
est un caractère. Par conséquent, on dispose d'une famille libre

de caractères de cardinal égal à dimCG. En�n, la famille
(
1{g}

)
g∈G est une famille libre et

génératrice CG d'où dimCG = Card G = n. Ainsi, on a n̂ ⩾ n et on retrouve donc l'égalité
n = n̂.

11


