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Préparation a l'oral - Feuille n°5

Exercice 1 (CCINP 2023)
Soit E =%¢°([0;1],R). On pose

1
VIEE  |fle= Sup If®)] et [Ifll = / ()] dt
te[0;1] 0

1. (a) Démontrer que || - ||« €t || - |1 sont des normes sur E.
(b) Démontrer qu'il existe k£ > 0 tel que || f||1 < k|| f]|o pour tout f € E.
(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme || - [|; est un ouvert pour la norme || - |-

2. Montrer que les normes || - || et || - |1 ne sont pas équivalentes.

Exercice 2 (CCINP 2023)

2 1
On pose A = <4 _1>.

1. Déterminer les valeurs et vecteurs propres de A.

. . . 3 0 .
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec (0 _2>. En déduire que ’ensemble

des matrices commutant avec A est Vect (I, A).

Exercice 3 (Mines-Telecom 2023)
Soit E =%¢"([0;1],R) muni de

Wfg) €E (f.g) = / F(Og®) + F(0)g ()] dt

Onpose V={feE|f0)=f1)=0} e W={fecE]|f"existeet f"=f}
1. Justifier que (f, g) — (f,g) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que W est un sev de E de dimension finie et en donner une base.

3. Etablir VIW

4. Pour f € E, déterminer une expression simple de pw(f) en fonction de f(0), f(1) et de
la fonction sh.

1L
5. Montrer E=WagV

Exercice 4 (Mines 2023)

Soit f € €°(R,R). Montrer qu’il existe une suite (p,), d’application polynomiales telle que la
suite (py), converge uniformément vers f sur tout segment de R.



Exercice 5 (Mines 2023)

Pour n entier > 2, on pose
Vo e[0;1] folx) =2" —nz +1
1. Soit n > 2. Montrer qu’il existe un unique z,, € [0;1] tel que f,(z,) = 0.
2. Déterminer la monotonie de la suite (x,),>2 puis montrer sa convergence.

3. Déterminer lim x, puis un équivalent simple de z,, lorsque n — +oc.
n—+0oo

4. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de z,, lorsque n — +00;

Exercice 6 (Mines 2023)

Résoudre I'équation aux dérivées partielles

0*f o0 f

sur | 0; +00 [ avec (u,v) = (zy, z/y).

Exercice 7 (Centrale 2023)
Soit A € ZT(R) et b € R™.

1. Rappeler la définition d’une matrice symétrique définie positive et donner les propriétés
d’une telle matrice.

On pose Vr e R” J(z) = % (Az,z) — (z,b)
2. Montrer que la fonction J est strictement convexe, c’est-a-dire
VA e]0;1] V(z,y) € (R")? avec z#y JAz+(1-=Ny) <A(z)+(1-N)J(y)
3. (a) Etablir J(z

|z||—+o00

(b) En déduire que la fonction J atteint un minimum en unique point de R"™ que 'on
précisera.

Exercice 8 (Centrale 2023)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé et X, une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre
x > 0.

1. Calculer E(X,) puis établir

1
— > — —
P (X, — E(X;)| = ex) = O (:1:)
400 na
Soit a réel et uy(z) = > —a™ pour x réel.
n=1 "1t
2. (a) Préciser le domaine de définition de u,.
(b) Déterminer u; et us.
3. (a) Soit o < 0. Montrer uo(zr) = o(e®)

(b) Soit & €] —1;0[. Etablir  wu,(z) ~ %7



