_  Oralblanc jeudi 13 juin 2024 (13h) __

EI Orthogonal d’un sev de polynémes (Mines Ponts)

On munit R[X] du produit scalaire <Z a, X", Z an”> = Z anbn,.
neEN neN neN
On pose F = {P € R[X], P(1) = 0}.

1. Trouvez F' et vérifier que l'on n’a pas F & F = R[X].
2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P dans F' tel que d(1, F') = ||1 — P||.

EI Somme de Riemann (Mines Ponts)

. i k k
Etudier la convergence de la suite de terme général wu, = Z sin <—> sin <—2>
Pt n n
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EI Orthogonal d’un sev de polyn6émes

1. Trouvez F' et vérifier que I’on n’a pas F @ F' = R[X].

Soit P = ) anX™ dans F-. Alors, pour tout Q € F, on a (P,Q) = 0.
neN
Prenons en particulier Q = 1 — X*, on a alors : ag — ax = 0. Donc la suite (a,) est constante, nulle & partir

d’un certain rang, donc nulle. Donc | F- = {0} |.
Or F # R[X], donc on n’a pas F & F' = R[X].

2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P dans F tel que d(1,F) = ||1 — P||.

1 n
Montrons que d(1, F) = 0. Posons P, =1 — p Z X*. On abien P(1) =0, donc P€ F, et :
k=1

n-mjr=L1-1 _, o
1 n2 n n—-+oo
Donc d(1, F) = 0.
Supposons alors qu’il existe P € F tel que ||1 — P|| = d(1, F). On aurait alors ||1 — P|| =0, donc P = 1.
Mais 1 ¢ F, donc c’est absurde.

EI Somme de Riemann

n
Etudier la convergence de la suite de terme général wu, = Z sin (— sin | — |.
k=0 n
n n
. . (k\ k 1 . (k\ k
e Commencons par étudier la convergence de v, = Z sin (— — == Z sin | — | —.
n)n n n/n
. k=0 k=0
Cette suite converge vers / zsin(z)dz car c’est une somme de Riemann associée a la fonction continue
0
f:z— zsin(z).
De plus, par intégration par parties avec u : z + z et v : £ — — cos(z), qui sont de classe C! :

/1 z sin(z)dz = [~z cos(z)]g + /1 cos(z)dz = —cos(1) + sin(1).
0 0

e D’aprés la formule de Taylor-Lagrange appliquée a sin, on a, Vz > 0 :

T _gin(t 1 rz 1 — )3 z 3
/ sm()(w—t)th‘ < —/ (x—tpat < 2 |-EZ0 T
0 2 2 Jo 2 3 0

|sin(z) — z| <

|

e On en déduit que Vn € N :

|un _vn| < Z

3 n
sin<é) Kk < izks < ixn(n—l—l)(2n—|—1).
n

6 6 6
o 6n 6n P 6n 6
1 n(n+1)2n+1) nd 1
O X ~ ~ 0
" Bnb 6 {o0 1878 450 1873 too

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, |u, — vn| +—> 0.
[oe]

Donc (un)nen converge vers la méme limite que (vp)nen, donc |u, = sin(1) — cos(1) |.
[ee]
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EI Etude d’une suite (Mines Ponts)

2

n

Soient ug >0et pourn e N, u,y1 =41+ (Z uk> .
k=0

1. Montrer que, pour n € N*, il existe un unique 6, € }0, g} tel que u, =
1 1 1

"tan(6,,1) tan(8,)  sin(6,)

2. Déterminer 8,, pour n € N*. Donner un équivalent de u,,.

1
sin(6,,)"

Montrer que pour n € N*

EI Polynoémes (Mines Ponts)
Déterminer les P € C[X] tels que U soit stable par P.
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EI Etude d’une suite

2

n

Soient ug > 0 et pour n € N, u, 1 = \l 14 <Z uk> .
k=0

1
1. Montrer que, pour n € N*, il existe un unique 8, € }0, T\ tel que U, = — .
2 sin(6,)
1 1 1
Mont N* - = .
ontrer que pour n € N7, tan(6,,1) tan(6,)  sin(6,)
1
La fonction z — m réalise une bijection de ]0, g sur [1,4o00[. Or Vn € N, u, > 1, donc il existe un
unique 6 E]Oﬂ}tel ue U, = 1
que Fn ) que tUn = sin(6,,)
De plus, pour tout n € N* :
1 1 _ cos(fny1)  cos(6n)
tan(6,.1) tan(f,)  sin(fny1)  sin(6,)
V1 —8in%(6ns1) /1 sin?(8,)
N sin(@n11)  sin(6y)

= \/uiﬂ—l—\/u%—l

n n—1
= Z U — Z U = Up = — .
= = sin(6,)

2. Déterminer 6, pour n € N*. Donner un équivalent de u,,.
On simplifie la relation. Pour tout n > 1 :

1 11

tan(fn41) tan(8,)  sin(6,)

cos(0pn 1) sin(0,) — cos(y)sin(fp1) 1
sin(6,1'sin(8,) ~ sin(6,)

< sin(f, — Opy1) = sin(bnt1)
Or sin est injective sur [-7, %], donc Vn > 1:

6

On — Oni1 =0Oni1, soit Onyy = ?”

Ainsi, Vn > 1, 6, =

2n71'

n—1

On en déduit que Vn > 1, u, ~

, avec f; = arcsin
+oo 1

1
=)

EI Polynémes
Déterminer les P € C[X] tels que U soit stable par P.
Soit P=ag + ...+ a,X™ € C[X] de degré n € N qui laisse stable U.

~ —/1
Onpose P=0ag X"+ ;X" 1 +...+8, =X"P (E)

1 ~ — -
Pour tout u € U,on a w = " donc P(u) = u™P(u) = u™P(u).

Or P laisse stable U, donc P(u)P(u) = u™ P(u)?> = u™
Ainsi, le polynéme PP — X™ s’annule une infinité de fois (sur U), et est donc nul.

~ ~ 1
Donc PP = X", avec deg(P) =n : il existe A € C* tel que P = AX" et P = 3
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Or |P(1)]=|A|=1car1 €U. Donc X € U.

Réciproquement, s’il existe A € U et n € N tel que P = AX™, alors P laisse stable U.
(FA€U,IneN, P=A1X")|

Finalement

(P € C[X] laisse stable U)

—
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EI Coefficients binomiaux généralisés (Centrale)

—-1)...(a— 1
Pour a réel et n € N*, on définit : (a) = ala=1) '(a nt ) On pose <g> =1.
n n!

n 1/2
On définit aussi la suite de polynémes L, = Z(—l)k< ]{: >(1 — X?)*.
k=0

1. Montrer que pour m et n entiers naturels tels que m > n :

(W) =50)6)

2 n
2. En déduire 1'égalité pour a réel : < m> = Z (a) < o >
n =0

p

1)n71

3. Montrer qu'’il existe une constante C telle que ( ) 3
too  n3/2

. 1/2
4. BEtudier le rayon de convergence de Z ( :L ):z:n

n=>0

5. Montrer, pour z dans | — 1, 1], I'égalité :
1/2
\/1—11—2(/) 1)"z".
n=>0

Montrer qu’elle est toujours valable pour z = —1 et z = 1.

6. Montrer que la suite de polyndémes (Ly),ecn converge uniformément vers z — |z| sur [—1, 1].
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EI Coefficients binomiaux généralisés

1. Montrer que pour m et n entiers naturels tels que m > n :

(7=

La preuve la plus simple utilise le dénombrement : soient A et B deux parties disjointes ayant m éléments,
et soit n € [0, 2n].
On cherche a compter le nombre de parties & n éléments de AU B. Comme Card(A U B) = 2m, on a

2
( m> possibilités.
n

Mais on peut aussi compter en faisant des cas sur le nombre d’éléments dans A et dans B. Pour p € [0,n],

m m
on a <p> possibilités pour choisir p éléments dans A, puis <

) possibilités pour choisir les éléments

2m " [m m
restants dans B. Les cas sont disjoints, donc en tout = Z possibilités.
n =0 \P/\"—P

2 n
2. En déduire 1’égalité pour a réel : ( m) = Z <a> < o >
n

=0 \P/\—P
) 2a " [ a L . .
Soit P:a+— nl Z p)\n-p) Cette application est polynomiale et s’annule en tous les entiers
p=0 N
m > n. Donc elle est nulle.
c(—1rt

1/2
3. Montrer qu’il existe une constante C telle que / ~
n | +oo  n3/2

1/2
On pose u, = (—1)”n3/2< 7/1 ) Alors :

Uni1 n+1>3/2 2n — 1 _( 1)3/2< 3 )_ (i)
Un _< n 2(n+1) 1+n : 2(n + 1) =1+0 n?)’

n 1 o
Donc In (U +1> -0 (ﬁ)’ donc Z(ln(un+1) — In(u,)) converge, donc (In(uy,)) converge. Ainsi (up)

Un

1/2 c(-1)t
converge vers une constante non nulle, donc < / > o # .
(o]

. 1/2
4. Etudier le rayon de convergence de Z ( i >:z:”
n>0

Qni1 (n + 1)3/2
[17% +r\c:o n3/2 n—-+4oo
En utilisant la régle de d’Alembert, le rayon vaut .

1.

D’apreés la question précédente, on a :

1/2
5. Montrer, pour z dans | — 1, 1], ’égalité : /1 —z = Z ( i >(—1)”:z:”.
n>0
Montrer qu’elle est toujours valable pour z = —1 et z = 1.

On écrit le développement en série entiére de (1 + :c)l/ 2 et on remarque que le coefficient de z™ vaut :

alfa—1)...(a—n—+1) _ (a)

n! n/

(12 c
n

. n,n
De plus, en posant f, : (=1)"z"™, on a ||fnlleo fodgmey-

Donc la série converge normalement, et est continue en 1 et —1.
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6. Montrer que la suite de polynémes (Ly)nen converge uniformément vers z — |z| sur [—1,1].

Pour tout @ € [~1, 1], o] = va? = yI— (T2 = 3 (-1)" <1/2>(1 —2?).
n=0

n
Donc comme la série converge :

+o0 9 +o0 1/2 5
z| = La(z) = | Y ax(1-2%)|< > <n>(1_w)n1’m°'
k=n+1 k=n+1
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EI Commutant matrice (CCINP)

2 1
OnposeA-(4 1 >

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

0
0o -2 /)
En déduire que ’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect(I, A).

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

EI Fonction génératrice (CCINP)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par : Vn € N, P(X =n) = p,.

+oo
La fonction génératrice de X est notée Gx et elle est définie par Gx(t) = E(t¥) = Z Dnt™.
n=0

1. Prouver que l'intervalle | — 1, 1] est inclus dans l’ensemble de définition de Gx.

2. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.
On pose S = X1 + X».
Démontrer que Vt € | — 1, 1], Gs(t) = Gx, (t)Gx,(t) :
(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice par Gx (t) = E(t¥X).

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable a n variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1, une boule numérotée 2.
Soit n € N*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’une boule dans ce sac.
On note S,, la somme des numéros tirés.
Soitt €] —1,1[.
Déterminer Gg, (t), puis en déduire la loi de S,,.
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EI Commutant matrice

2 1
OnposeA-(4 _1>.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
On calcule le polynéme caractéristique. Pour tout z € C :

T —2 -1

xa(z) = det(zl, — A) = 4 g1

~@-2)e+1)-4=2"-2-6,

Ses racines sont —2 et 3, donc |Sp(A4) = {-2,3}| De plus :

(:zs,y)Eker(A—|—2I2)<=>(;l 1><z>:<8><:>4z—|—y:0.

Donc | ker(A + 2I2) = Vect((1, —4)) | De méme, |ker(A — 3I3) = Vect((1,1)) |

0
0o -2 /°
En déduire que ’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect(ls, A).

Soith(a b).Alors:
c d

a b 3 0Y) (3 0O ab<:>3a—2b_3a 3b<:>—2b:3b

c d 0o -2/ (o0 —2 c d 3¢ —2d | |\ —2¢ -2d 3¢c = —2¢'’
3 0
0 -2

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

soit b = ¢ = 0. Donc |les matrices qui commutent avec D = < ) sont les matrices diagonales |

3 0

On sait qu'il existe P € GL>(R) tel que A =P ( 0 o

> P l'=pPDP 1

a b

Soit M = ( c d ) Alors M commute avec A si et seulement si :

MPDP!=PDP M < (P 'MP)D = D(P 'MP) < P 'MP = ( g 2 ) = M=P ( ‘; 2 ) P,

avec (a,d) € R2. Ainsi, C(A) =<{ P < g 2 > P71 (a,d) € RZ}.

En particulier, C(A) est un sev de dimension 2.
Or I3 € C(A), A € C(A), donc Vect(I3, A) C C(A), avec dim(C(A)) = dim(Vect(I3, 4)) = 2.
Ainsi [C(A) = Vect(I3, 4) |

EI Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi de probabilité : Vn € N, P(X = n) = p,.

+o0
La fonction génératrice de X est notée Gx et elle est définie par Gx(t) = E(t¥) = Z Dnt™.
n=0

1. Prouver que l’intervalle | — 1, 1] est inclus dans I’ensemble de définition de Gx.
On sait que (pn)nen est une distribution de probabilités. Donc Z Pn = 1.

neN
+o0

Ainsi, le rayon de convergence de Z pnt™ est superieur a 1.

n=0

Donc || — 1, 1] est inclus dans Dg,, le domaine de définition de G |

ISM, MP 2023-2024



2. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.
On pose S = X1 + X>.
Démontrer que Vt € | — 1,1[, Gs(t) = Gx, (t)Gx,(t).

(a) Avec un produit de Cauchy : soit R; le rayon de convergence de la série entiére Gx,. Alors R; > 1
n

On considére le produit de Cauchy : chtn, avec Vn € N, ¢, = Z P(Xy =k)P(Xo=n—k).
k=0

On sait que son rayon de convergence vérifie R > min(R;, Ry), donc R > 1. De plus, pour tout

te]-1,1[:

(ZPXl_n )(ZPXz_n ):f(ép(xlzk)zv(xzzn—k)>tn.

Or X; et X, sont indépendantes, donc :

P(S=n)=PX;+Xo=n)= iP((Xl =k)N(Xo=n—-k)) = Xn:P(Xl =k)P(Xs =n —k).
k=0 k=0
On a donc bien :
Gx, (t)Gx,(t Z P(S =|Gs(t)|.

(b) Avec la définition : soit £ € ] — 1,1[. D’aprés 1, tX! et t*2 admettent une espérance finie.
De plus, X; et X, sont indépendantes, donc ¢X* et ¢X2 aussi. Donc tX1¢X2 = tX1tX2 = ¢t5 admet une
espérance, et :

Gx, (t)Gx, (t) = B(t™)E(t*) = B(t"*2) = B(t°) = | Gs(t) |

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1, une boule
numeérotée 2. Soit n € N*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’une boule dans ce
sac.

On note S, la somme des numéros tirés. Soit t € | — 1,1].
Déterminer Gg, (t), puis en déduire la loi de S,,.

n
Pour tout k£ € [1,n], on note X} le numéro tiré au k-éme tirage. Alors S, = Z Xk, et les (Xk)re[1,n] sont
k=1

mutuellement indépendants. Donc d’aprés la question précédente : Gg, H Gx,(t

Or d’aprés la formule de transfert, pour tout & € [1,n] :

1t 2 (1+1)?
ka(t):E(tX’“):1P(Xk:0)+tP(Xk:1)+t2P(Xk:2):——|———|——:( 4

4 2 4 4
On a donc :
o2+t 14+t
Gs. ()= ] 20 -] 04D
k=1
“+0o0
On sait de plus que Gg,, (t) = Z P(S, = k)t~
k=0
2 1 (2n
Or la formule obt dcrit : Gg () = S — tk.
r la formule obtenue s’écri s, (2) ,;%4"(]9)

Par unicité du développement en série entiére, on a donc S,(2) = [0,2n], et pour tout & € [[0,2n] :

1 /(2n 2n\ 1 1
P(S”:k):4_n<k>:<k>2_k22n——k'

Donc | S, ~ B <2n, %) .
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EI Fonction définie par une intégrale (Mines Telecom)
On définit f(z) = / * tan(t)®dt.
0

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est continue et décroissante. Calculer EI«P f(z).
T [e o]

3. Calculer f(z) + f(z + 2) et en déduire un équivalent de f en +oo0.

EI Endomorphismes symeétriques (Mines Telecom)

1. Soit M € M, (R) constituée uniquement de 1, sauf sur la diagonale qui n’est constituée que de 0.
Montrer sans calcul que cette matrice est diagonalisable.

2. Montrer qu’une matrice A de M, (R) est symétrique si et seulement si son endomorphisme canoniquement
associé f est symétrique.

3. Montrer, sans utiliser le théoréme spectral, que si A est une matrice symétrique réelle, alors ses
sous-espaces propres distincts sont orthogonaux.
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EI Fonction définie par une intégrale

On définit f(z / tan(t)®dt.

1. Donner le domaine de définition de f.

Pour tout z € R, ¢ +— tan(¢)® est continue sur

} De plus, tan(¢)® ~ t*, intégrable si et seulement si
"4 t—0

z > —1. Donc | Dy =] — 1,400[|

2. Montrer que f est continue et décroissante. Calculer lirf f(z).
T—+00
Soit [a,b] C ] — 1, +00].

T

e La fonction ¢ — tan(¢)® est continue par morceaux sur [0, %],

z

e la fonction z — tan(¢)® est continue sur [a, b]

)
T . U
e Vz € [a,b], Vt € [ Z] tan(t)® < tan(t¢)?, intégrable sur {0, Z]
[

Donc f est continue sur [a,b], donc | f est continue sur | — 1, +oo[|.

Soit ¢ < y dans | — 1, +00[. Alors f(y / tan(¢)® (tan(t)?* — 1) dt.
Or y —z > 0, donc tan(¢)¥~* — 1 < 0. Donc f( ) < f(z ), f est décroissante ‘

Par convergence dominée sur [0, +00[, on montre enfin que IIT f(z) =
T—+00

3. Calculer f(z)+ f(z +2) et en deduire un équivalent de f en +oo.
On a, pour tout z > —1:

Fz)+ f(z +2) = /% (1 + tanz(t)> tan(t)®dt = [ tan(t)”l] : !
0 T + 1 0 T + 1

Or f est décroissante, donc pour tout ¢ > 1:

. 1 1

fl@)+ flz+2) < 2f(z) < flz—2)+ f(z) soit —— < 2f(z) <
z+1 z—1
. . 1

Puis par théoréme d’encadrement pour les équivalents : | f(z) fode

[e o]

EI Endomorphismes symétriques

1. Soit M € M,(R) constituée uniquement de 1, sauf sur la diagonale qui n’est constituée que de
0. Montrer sans calcul que cette matrice est diagonalisable.
M est symétrique réelle donc diagnalisable d’apres le théoréme spectral.

2. Montrer qu’une matrice A de M,(R) est symétrique si et seulement si son endomorphisme
canoniquement associé f est symétrique.
Soit (e1,...,en) la base canonique de R™. Alors f est symétrique si et seulement si V(z,y) € (R")?,
(f(z),y) = (z, f(y)), ce qui est vrai si et seulement si pour tout (3,7) € [1,n]?

(f(e),ej) = (e, f(ej)) < el ATe; = el Aej < a;; = aji.

On obtient bien ‘ f est symétrique ssi A est symétrique |

3. Montrer, sans utiliser le théoréme spectral, que si A est une matrice symétrique réelle, alors
ses sous-espaces propres distincts sont orthogonaux.
Soient z,y deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes A et u. Alors :

(f(z),y) = (2, f(y)), donc A(z,y) =u(z,y), donc (A—u)(z,y)=0.

Or A # u, donc (z,y) =0, et ‘les sous-espaces propres distincts sont orthogonaux |
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EI Fonction définie par une intégrale (Mines Ponts)
21n(z) pt

Soit F: z €1, 400 — € dt
In(z) t

1. Déterminer la limite de F en 17.

2. Montrer que F' est injective.

EI Polynémes (Mines Ponts)
Déterminer les P € C[X] tels que U soit stable par P.
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EI Fonction définie par une intégrale

2In(z) ot
Soit F:z € ]1,+o00[ — / —dt.
In(z)

1. Déterminer la limite de F en 17.
Soit z > 1. Pour tout ¢ € [In(z),21n(z)], on a, par croissance de exp :

2

In(z) IB
< —.
t

t

21n(z) 21n(z) pt 21n(z) p2
/ it </ €t </ T dt,
In(z) t In(z) t In(z) t

soit en calculant les deux intégrales :

e21n(z)

t

<et< d :z;<et
— onc — —
\t\ ) t\t

Donc comme In(z) < 2In(z) :

2In(z) ot

z (In(21In(z)) — In(In(z))) < /ln(w) t

puis par propriétés du In : z1n(2) < F(z) < z21n(2).

Par théoréme des gendarmes, on en déduit que 1im+ F(z) =1n(2)|
z—1

2. Montrer que F' est injective.
¢

—dt < z? (In(21n(z)) — In(In(z))),

Soit g:t— e—dt. La fonction g est continue sur 0, +oo[, donc admet une primitive G sur cet intervalle.
Pour tout z > 1, on a bien [In(z),2In(z)] C |0, +00[, donc F(z) = G(21ln(z)) — G(In(z)).

Donc F' est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables, et Vz > 1:

2621n(z) eln(a:) 2

F(z) = ;G'(21n(w)) _ %G'(ln(x)) -

~ 2zln(z) zln(z) zln(z)

Donc F est strictement croissante sur |0, +oo[, donc ‘ F' est injective ‘

> 0.

EI Polynémes
Déterminer les P € C[X] tels que U soit stable par P.

Soit P=ag + ...+ a,X™ € C[X] de degré n € N qui laisse stable U.
1

Onpose P=ggX"+aX™ '+...+a,=X"P (E)
Pour tout u € U,on a w = %, donc P(u) = u"P(7) = u"P(u).

Or P laisse stable U, donc P(u)P(u) = u™|P(u)]? = u”.

Ainsi, le polynéme PP — X™ s’annule une infinité de fois (sur U), et est donc nul.
Donc PP = X™, avec deg(P) = n : il existe A € C* tel que P = AX™, et P = %
Or |P(1)] =|A] =1car 1 € U. Donc X € U.

Réciproquement, s’il existe A € U et n € N tel que P = AX™, alors P laisse stable U.

Finalement | (P € C[X] laisse stable U) <= (FIA€U,Ine N, P =2AX")|
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EI Coefficients binomiaux généralisés (Centrale)

—-1)...(a— 1
Pour a réel et n € N*, on définit : (a) = ala=1) '(a nt ) On pose <g> =1.
n n!

n 1/2
On définit aussi la suite de polynémes L, = Z(—l)k< ]{: >(1 — X?)*.
k=0

1. Montrer que pour m et n entiers naturels tels que m > n :

(W) =50)6)

2 n
2. En déduire 1'égalité pour a réel : < m> = Z (a) < o >
n =0

p

1)n71

3. Montrer qu'’il existe une constante C telle que ( ) 3
too  n3/2

. 1/2
4. BEtudier le rayon de convergence de Z ( :L ):z:n

n=>0

5. Montrer, pour z dans | — 1, 1], I'égalité :
1/2
\/1—11—2(/) 1)"z".
n=>0

Montrer qu’elle est toujours valable pour z = —1 et z = 1.

6. Montrer que la suite de polyndémes (Ly),ecn converge uniformément vers z — |z| sur [—1, 1].
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EI Coefficients binomiaux généralisés

1. Montrer que pour m et n entiers naturels tels que m > n :

(7=

La preuve la plus simple utilise le dénombrement : soient A et B deux parties disjointes ayant m éléments,
et soit n € [0, 2n].
On cherche a compter le nombre de parties & n éléments de AU B. Comme Card(A U B) = 2m, on a

2
( m> possibilités.
n

Mais on peut aussi compter en faisant des cas sur le nombre d’éléments dans A et dans B. Pour p € [0,n],

m m
on a <p> possibilités pour choisir p éléments dans A, puis <

) possibilités pour choisir les éléments

2m " [m m
restants dans B. Les cas sont disjoints, donc en tout = Z possibilités.
n =0 \P/\"—P

2 n
2. En déduire 1’égalité pour a réel : ( m) = Z <a> < o >
n

=0 \P/\—P
) 2a " [ a L . .
Soit P:a+— nl Z p)\n-p) Cette application est polynomiale et s’annule en tous les entiers
p=0 N
m > n. Donc elle est nulle.
c(—1rt

1/2
3. Montrer qu’il existe une constante C telle que / ~
n | +oo  n3/2

1/2
On pose u, = (—1)”n3/2< 7/1 ) Alors :

Uni1 n+1>3/2 2n — 1 _( 1)3/2< 3 )_ (i)
Un _< n 2(n+1) 1+n : 2(n + 1) =1+0 n?)’

n 1 o
Donc In (U +1> -0 (ﬁ)’ donc Z(ln(un+1) — In(u,)) converge, donc (In(uy,)) converge. Ainsi (up)

Un

1/2 c(-1)t
converge vers une constante non nulle, donc < / > o # .
(o]

. 1/2
4. Etudier le rayon de convergence de Z ( i >:z:”
n>0

Qni1 (n + 1)3/2
[17% +r\c:o n3/2 n—-+4oo
En utilisant la régle de d’Alembert, le rayon vaut .

1.

D’apreés la question précédente, on a :

1/2
5. Montrer, pour z dans | — 1, 1], ’égalité : /1 —z = Z ( i >(—1)”:z:”.
n>0
Montrer qu’elle est toujours valable pour z = —1 et z = 1.

On écrit le développement en série entiére de (1 + :c)l/ 2 et on remarque que le coefficient de z™ vaut :

alfa—1)...(a—n—+1) _ (a)

n! n/

(12 c
n

. n,n
De plus, en posant f, : (=1)"z"™, on a ||fnlleo fodgmey-

Donc la série converge normalement, et est continue en 1 et —1.
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6. Montrer que la suite de polynémes (Ly)nen converge uniformément vers z — |z| sur [—1,1].

Pour tout @ € [~1, 1], o] = va? = yI— (T2 = 3 (-1)" <1/2>(1 —2?).
n=0

n
Donc comme la série converge :

+o0 9 +o0 1/2 5
z| = La(z) = | Y ax(1-2%)|< > <n>(1_w)n1’m°'
k=n+1 k=n+1
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EI Endomorphismes et polynémes (Centrale)
On se donne un entier naturel non nul N.
Soit f définie par, pour tout P dans Ry[X] :

1 !
f(P)=XP - ﬁ(XQ —1)P.

Soit, pour tout k € [0, N], By = (X — 1)N*(X + 1)*.

1.

On admet que pour tout N € N, pour tout 0 < k < N, f(Bg) =

Montrer rapidement que f est un endomorphisme. Exprimer la matrice M de f dans la base canonique.
2k — N

By.

On pose B = (By,...,By) et P la matrice de passage de la base canonique de Ry[X] & B.

2. Montrer que B est bien une base de Ry[X].

3. Déterminer la matrice D de f dans la base B.
4.
5

Montrer que la suite (M?2") converge vers une matrice L qu’'on exprimera en fonction de P.

(a) Donner la premiére et la derniére colonne de P.
(b) Donner la premiére et la derniére ligne de P~ 1.
(c) Calculer L.

. On considére une urne contenant r boules rouges et b boules blanches. Quand on tire une blanche, on

rajoute une rouge et on ne remet pas la blanche. De méme, quand on tire une rouge, on ne la remet pas et
on rajoute une blanche.

a) Déterminer la loi du nombre de boules rouges a la fin du premier tirage, puis a la fin du n-iéme tirage
Déterminer la loi d bre de boul a la fin d ier ti is a la fin du n-iéme ti
(on note R, le nombre de boules rouges). Une relation de récurrence suffit.

(b) On répéte l'expérience précédente 2n fois. Quelle est la limite quand n tend vers +o0o de P(Ra, = k) ?
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EI Endomorphismes et polyndémes

1. Montrer rapidement que f est un endomorphisme. Exprimer la matrice M de f dans la base
canonique.

N
Par linéarité de la dérivation, f est linéaire. De plus, pour tout P = Z arX* deg(f(P)) < N +1,etle

k=0
1
coefficient de XN+! est ay — NNGN = 0. Donc f(P) € Ry[X], et ‘ f est un endomorphisme ‘
o % 0 ...0
5 .
1 o0 2
On obtient comme matrice: | g 1 — % 0
: oo 1
0 ... 0 £ 0
2. Montrer que B est bien une base de Ry[X].
N
Soit (Ao, ..., Ax) € RN tel que > Ay B = 0.
k=0
N
En évaluant en —1, on a A\g = 0. Ainsi, Z (X — 1)V *(X 4+ 1)* = 0, donc
k=1

N
S o(X -V F(X 41kt =0.
k=1

Puis en évaluent en —1, A;. Par récurrence : Vk € [0, N], Ay = 0.
Donc B est libre, elle contient N + 1 éléments dans Ry[X| de dimension N + 1, donc ‘ B est une base |

3. Déterminer la matrice D de f dans la base B.
Avec la propriété donnée par I’énoncé, D est diagonale de diagonale (—1, -1+ %, -1+ %, e, 1= %, 1).

4. Montrer que la suite (M?") converge vers une matrice L qu’on exprimera en fonction de P.
La matrice D?" converge vers Eq 1 + Eny1,n+1, donc M?" converge vers L = P(E11 + Eny1n+1)P L.

5. (a) Donner la premiére et la derniére colonne de P.

N
N N
OnaBy=(X-1)VN= Z <k>(—1)NKXk, donc la premiére colonne est ((—1)V % <k>)k0mN.
k=0
N

N N
De méme, By = (X + 1)V = Z <k>Xk, donc la derniére colonne est (<k>)komN.
k=0
(b) Donner la premiére et la derniére ligne de P~1.
On veut les coefficients selon By de 1, X, ..., XV,

N
Soit k € [0, N]. On pose X*¥ = " X;B;.
=0

—1)k
En évaluant en —1, on a : Ag(—2)" = (—1)*. Donc la premiére ligne est ( (=1) ) :
k=0..N

1
De méme, la derniére ligne est <—N> .
2V ) k=0..N

(c) Calculer L.
Soit Cy, ...,Cn les colonnes de P et Lo, ..., Ly les lignes de P~1. Alors :

L=P(Bi1+Exyiini1)P ' =PE 1P+ PEy i ni1P7 = CoLo + CnLn.

N -1 2N —i+7 N 1
Or CoLg = . L et CyLy = L= .
7 oN o 1 | 2N o
0<i, <N 0<z,7<N

S

_1)i—*
Donc | [ = N (1)7—’—1
1 oN .
0<z,7<N

)
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6. (a)

Déterminer la loi du nombre de boules rouges a la fin du premier tirage, puis a la fin du
n-iéme tirage (on note R, le nombre de boules rouges). Une relation de récurrence suffit.
On a, d’apres la formule des probabilités totales :

P(Rny1=k) = Pr,—p_1(Rny1 = k)P(R, = Il: — 1)+ Pr,—i1(Rns1 = k)P(Rn = k + 1)
NZk+1 +1
T PR, =k-1)+ —-P(R, =k — 1).
N ( )+ Pl )

Donc en posant X,, = (P(Ry = k))x—o0..N, On a : |Xn+1 =MX, |

On répéte ’expérience précédente 2n fois. Quelle est la limite quand n tend vers +o0o de
P(Ro, =k)?
On a donc Xy, — LXj.

n—-+4oo

Donc | P(Ron, = k) —> <N>M .

n—+too \ k oN
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