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Exercice 1. [Mines MP 2015]
Soient a < 0 < b et F l’ensemble des fonctions réelles de classe C ∞ sur ]a,b[ dont toutes les
dérivées sont positives sur ]a,b[ ((On dit que f est absolument monotone).

1. Montrer que F est stable par somme et par produit.

2. Soit Rn(x) le reste de Taylor d’ordre n entre 0 et x. Montrer que Rn est une fonction
croissante sur ]0,b[.

3. Montrer que f est développable en série entière autour de 0 sur ]a,b[.

Exercice 2. [Centrale MP 2021]
Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles. On suppose que X (Ω) = {xn |n ∈N}.

Soit φX : t 7→
+∞∑
n=0

e it xn P(X = xn).

1. Montrer que φX est définie et continue surR.

2. On suppose que X suit la loi de Poisson de paramètre λ> 0. Exprimer φX (t ).

3. On suppose que X possède un moment d’ordre 2. Montrer que φX est de classe C 2.
Exprimer E(X ) et V(X ) à l’aide de φX .

Exercice 3. [Mines MP 2015]
Résoudre l’équation différentielle d’inconnue x fonction à valeurs réelles :∣∣∣∣∣∣
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Exercice 4. [X 2015]
Soit (Bn) un suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à va-
leurs dans {−1,1} et de loi définie par P(B1 = 1) = p et P(B1 =−1) = q où p, q ∈]0,1[ et p +q = 1.

On pose S0 = 0 et, pour tout n ∈N∗, Sn =
n∑

k=1
Bk .

On introduit la variable aléatoire T : ω 7→ inf{k ∈N |Sk (ω) = 1} à valeurs dansN∗∪ {+∞} et on
pose fn = P(T = n).

1. Montrer que f (1) = p et que : ∀n Ê 2, f (n) = q
n−1∑
k=2

f (k −1) f (n −k).

2. Montrer que g : s 7→ E(sT1{T<+∞}) est bien définie au voisinage de 0 et que, au voisinage
de 0, g (s) = ps +qsg (s)2.

3. En déduire la valeur de f (n) pour tout n ∈N∗.


