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Exercice 1 (CCINP 2023)

Soit
∑

an une série absolument convergente à termes complexes. On pose M =
+∞∑
n=0

|an| et

∀(n, t) ∈ N× [ 0 ; +∞ [ fn(t) =
ant

n

n!
e−t

1. (a) Justi�er que la suite (an)n est bornée.
(b) Justi�er que la série de fonctions

∑
fn converge simplement sur [ 0 ; +∞ [.

On admettra dans la suite de l'exercice que f : t 7→
+∞∑
n=0

fn(t) est continue sur [ 0 ; +∞ [.

(c) i. Justi�er que pour tout n entier, la fonction gn : t 7→ tne−t est intégrable sur

[ 0 ; +∞ [ et calculer
∫ +∞

0

gn(t) dt.

ii. Prouver
∫ +∞

0

Å
+∞∑
n=0

ant
n

n!
e−t

ã
dt =

+∞∑
n=0

an

Exercice 2 (CCINP 2023)

Soit n entier avec n ⩾ 2. On pose z = e
2iπ
n

1. On suppose k ∈ [[ 1 ; n− 1 ]]. Déterminer le module et un argument de zk − 1.

2. On pose S =
n−1∑
k=0

∣∣zk − 1
∣∣. Montrer que S =

2

tan
( π

2n

) .
Exercice 3 (Mines-Telecom 2023)

Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de paramètres

respectifs p et q dans ] 0 ; 1 [. On note Z =
X

Y
.

1. Montrer que Z ⩽ X. En déduire que Z est d'espérance �nie et déterminer E(Z).
2. Déterminer la loi de Z.

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

On pose ∀n ⩾ 2 un =
n∑

k=2

ln k

k

1. Établir un ∼
n→+∞

(lnn)2

2

2. Déterminer un équivalent de un − vn lorsque n → +∞.
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Exercice 5 (Mines 2023)

1. Soient λ1, . . . , λn, a1, . . . , an des réels véri�ant a1 < . . . < an et la fonction f : x ∈ R 7→
n∑

k=1

λke
akx. On suppose que la fonction f s'annule n fois. Montrer λ1 = . . . = λn = 0.

2. Soient b1, . . . , bn des réels véri�ant b1 < . . . < bn et A =
(
e aibj

)
1⩽i,j⩽n

. Montrer que la
matrice A est inversible.

3. Établir detA > 0

Exercice 6 (Mines 2023)

On pose ∀n ∈ N∗ un =
∑

(i,j)∈(N∗)2, i+j=n

1

i2j2

On admet l'égalité
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

1. Déterminer un équivalent simple de un lorsque n → +∞.

2. Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
∑

unx
n et calculer sa somme S.

3. Étudier la dé�nition et continuité de S en R et −R.

Exercice 7 (Centrale 2023)

1. Rappeler la formule de développement d'un déterminant par rapport à une ligne ou une
colonne. En déduire pour A ∈ Mn(R) une relation entre A, ComA et detA.

2. Soit A =
(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn(R) avec

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 ai,j =


2 si i = j

−1 si |i− j| = 1

0 sinon

Calculer detA.

3. Soit A ∈ Mn(R) dont les coe�cients diagonaux sont strictement positifs, dont les autres

coe�cients sont négatifs et tels que
n∑

j=1

ai,j > 0 pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]].

(a) Montrer que la matrice A est inversible.
(b) Montrer que les coe�cients de A−1 sont positifs.

Exercice 8 (Centrale 2023)

Un R-ev normé est dit séparable s'il contient une partie dénombrable dense.

1. L'espace R est-il séparable ?

2. Montrer qu'un R-ev normé de dimension �nie est séparable.

3. Soit E préhilbertien réel de dimension in�nie. Montrer que l'espace E est séparable si et
seulement s'il existe une suite orthonormée (en)n telle que Vect (en)n est dense dans E.
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