ISM MP, Mathématiques
Année 2023/2024

Préparation a ’oral - Feuille n°4

Exercice 1 (CCINP 2023)
Soit X une partie de R ou C.

1. Soit Y f,, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C. Rappeler la définition
de la convergence normale de »_f,, sur X puis celle de la convergence uniforme de »_ f,
sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions a valeurs dans R ou C normalement convergente

sur X est uniformément convergente sur X.
n2
3. La série de fonctions Z—'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de
n

centre 0 et de rayon R > 07
Corrigé : Exercice 15 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

0 a c
Soit M= | b 0 ¢ | aveca, b et créels.
b —a 0

La matrice M est-elle diagonalisable dans .#5(R)? Dans .#5(C)?

Corrigé : Exercice 67 CCPINP 2023

Exercice 3 (CCINP 2023)

Soit N entier non nul, p € ]0;1[, ¢ = 1 — p. On considére X,..., Xy variables aléatoires
indépendantes de loi 4(p).

1. Pour i € [1; NJ et n entier non nul, déterminer P(X; < n) puis P(X; > n).

2. On pose Y = min(Xy, ..., XN).
(a) Pour n entier non nul, calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n) puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loi de Y et préciser E(Y).

Corrigé : Exercice 102 CCINP 2023

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

On considére la suite de fonctions (u,,), définies sur R par ug = id et u,4; = sinou,, + u,, pour
n entier.

1. Etudier la convergence simple de (u,),.

2. La convergence est-elle uniforme 7



Corrigé : 1. On pose Vr e R f(z) =sinx +x

On va réduire le domaine d’étude pour déterminer le comportement de (uy),. On vérifie par
récurrence les propriétés suivantes :

V(n,z) e NxR  wup(—x) = —u,(x) up(x + 27) = uy(z) + 27
En effet, I'initialisation est vraie et on a

Ve e R f(=z)=—f(x) flz+27) = f(x)+ 27

d’ou 'hérédité. 11 suffit donc d’étudier le comportement de w,(z) pour = € [0;7]. Par imparité,
on en déduit le comportement sur [ —7 ;0] et par translation, on en déduit le comportement sur
tout intervalle translaté de la forme [ —m + 2k7 ;7 + 2k7 | avec k € Z. La fonction f est dérivable
sur R et on a

Vo e [0;7] f'(x)=1+cosz >0
d’ou la croissance de f sur [0;7] avec f([0;7]) C [0;7]. On a également
Ve e [0;m] f(z

) -
On en déduit que pour z € [0; 7], la suite (u,(x)), qui vérifie u,41(x) = f(u,(x)) pour n entier
est a valeurs dans [0; 7] et croissante. Par limite monotone, elle converge vers un point fixe de
la fonction continue f et on a pour ¢t € [0; 7]

r=sinx >0

f(t) =t <= sint=0 < te[0;7]

On a u,(0) = 0 pour tout n entier par imparité. Pour x € |0; 7], comme la suite (u,(z)), croit
avec ug(z) = x > 0, on en déduit que u,(r) —— 7. On conclut
n—oo

cs
U, —— u avec Ve eR

n—oo

2 1 i 2k ;2 1 7
u(x):{( E+Onm size]2km;2(k+1)m[ avec k€

x sinon

10 1 1

FIGURE 1 — Tracé de la suite de fonctions (uy,),

2. Par récurrence, on vérifie que la suite (u,), est une suite de fonctions continues puisque
Up+1 = fowu, continue par composition si u, 'est. Si la suite (u, ), converge uniformément, alors
sa limite uniforme est continue ce qui n’est pas le cas. On conclut



Un — u

n—0o0

Par récurrence, on montre que les fonctions u,, sont croissantes sur R. L’initialisation est vraie
avec ug = id et pour x <y, si u,(z) < u,(y) avec n entier fixé, alors il vient

flun(y)) = tn1(2) < unga(y) = fun(y))
ce qui prouve I'hérédité. Soit a € |0;7]. Pour z € |0; 7], on sait que u,(z) — 7 et comme
n—oo
la suite (u,(z)), croit, elle tend vers 7 par valeurs inférieures. Ainsi, pour n entier, on a

|tn, = tl|oofa;x] = SUp |un(x) — 7| =7 — uy(a) — 0

z€la;m]

Avec I'imparité des w,, et la propriété u, (- + 27) = u, + 2, on conclut

La suite (u,), converge uniformément sur tout segment de |_| | 2km;2(k + 1)m [.
keZ

Exercice 5 (Mines-Telecom 2023)

On pose E = %¢°([0;1],R) que I'on munit de la norme | - ||o. On pose

V(f,z) e Ex[0;1] T(f)(a:):/o min(z,t) f(t) dt

Montrer que T € Z.(E) et calculer ||T||op-

Corrigé : Soit f € E et x € [0;1]. L'intégrande ¢ — min(z,t)f(¢) est continu (par morceaux)
sur le segment [0;1] ce qui prouve que T(f)(z) est bien défini. L’application T(f) est linéaire
par bilinéarité du produit et de 'intégrale. D’aprés la relation de Chasles, on a

T(f)(x) = /0 " min(a, £) £(1) dt + / min(z, £) £(£) dt
:/ztf(t)dter/lf(t)dt

T 1
D’aprés le théoréme fondamental d’intégration, les fonctions = — / tf(t)dt et x — / f(t)dt
0

x
sont continues sur [0;1] (de classe € en fait) et on en déduit que T(f) € E. Puis, par inégalité
triangulaire, il vient

T < [ sl dea 1)

x 1
< [l [ e
0 x

(@) < (5 20— ) 17

2
T T
La fonction z — 5 +z(l—x) = 5(2 — ) atteint son maximum sur [0;1] en x = 1 et on obtient

Il < 51l

ce qui prouve le caractére lipschitzien de T(f) en Og. Enfin, pour f = 1 € E, il vient pour
re[0;1]



T(f) ()| = /Oztdtw/ at =221

1
d’ot IT(Nlloe = 5 = 51l

1
2

1
On conclut TeZ(E) et [T = )

Remarque : On aurait pu invoquer la continuité sous l'intégrale pour établir T(f) € E pour
f € E mais cette démarche demande un effort spécifique contrairement & I'approche présentée
ci-avant.

Exercice 6 (Mines 2023)

Soit (G, +) un groupe abélien d’ordre pg avec p et ¢ des nombres premiers distincts.

1. Montrer que le groupe (G, +) est cyclique.

2. Trouver un contre-exemple dans le cas non abélien.

Corrigé : 1. On commence par énoncer un résultat hors-programme qui semble difficile a
contourner pour résoudre l'exercice :

Théoréme 1 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G.
Alors, on a

Card H| Card G

Démonstration. On définit une relation binaire pour (z,y) € G? par
TRy < ye€xzH={xxh,h € H}

Soit (x,y,2) € G3. On a x = v xe € zH puis si 2Ry alors il existe h € H tel que y = z x h d’ou
r=yxh! i.e. yRx et si yRz, il existe k € H tel que z = yxk d’ott z = (zxh) xk = x* (hx k)
donc xRz. Ainsi, la relation R est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence pour
cette relation forment une partition de G. Considérons des représentants de ces classes qu’on

P

note x1,...,7,. On a donc 'union disjointe G = |_|xZH Enfin, pour x € G, lapplication
i=1

h — x x h est une bijection de H vers zH. Ainsi

p p
Card G = ) Card z;H = ) Card H = pCard H
=1 i=1

1=

]

L’ordre d’un élément de G divise Pordre de G et appartient donc a {1,p, q,pq}. S’il existe un
élément d’ordre pq, ¢’est terminé. Considérons x un élément non nul d’ordre p (choix arbitraire).
On a o(z) < |G| et on peut donc choisir y € G \ (z). Si o(y) = pq, c’est terminé. Supposons
qu’il n’existe pas d’élément dans G\ (z) d’ordre ¢. Par conséquent, on a o(y) = p. L’intersection
() N (y) est un sous-groupe de (x) et de (y). D’aprés le théoréme de Lagrange, 'ordre de cette
intersection est dans {1,p}. Si elle est d’ordre p, alors on a (x) N (y) = (x) = (y) ce qui est
absurde puisque y ¢ (x). On en déduit (z) N (y) = {0}. On montre sans difficulté

(w,y) = {kx + ly, (k, () € Z*}

On peut alors vérifier que "application




o @x@ =)
(kx, ly), (k,0) € Z* — ka + ly
est un isomorphisme. Le caractére morphisme est immédiat. L’application est clairement surjec-
tive. Puis, on a pour (k,¢) € Z?
(kx,ly) e Ker @ <= kx+/ly=0 <= krx=—ly e (x)N(y) ={0}

d’ou l'injectivité. Par conséquent, on a

[{z) x ()| = [(z,y)]
On a |[(z,y)| > p et (z) sous-groupe de (z,y) sous-groupe de G. Par conséquent, on a p diviseur
strict de |(z,y)| diviseur de pg d’ou |(z,y)| = pg. Or, on a

[(z) x (y)| = [{=)] x [{y)| = p?
ce qui contredit 1’égalité établie avec I'isomorphisme ®. Ainsi, ’hypothése faite sur 'ordre de y

est fausse et on dispose donc d'un y € G \ {z} d’ordre ¢. On vérifie alors sans difficulté que
I’élément x + y est d’ordre pg. On conclut

Le groupe (G, +) est cyclique.

2. Le groupe symétrique S3 est d’ordre 6 = 2 x 3 et n’est pas cyclique car il n’est pas abélien
puisque

(1 2)23)=(1 23+ 32 =231 2
Exercice 7 (Mines 2023)

Soit p € Z(R" R). On pose Vz € R" f(x) = p(z)el=I?
Montrer que la fonction f admet un maximum et un minimum sur R" puis les déterminer.
Corrigé : Si la forme ¢ est nulle, la fonction f est constante nulle et c’est immédiat. On suppose

¢ non nulle. On dispose de a = (ay,...,a,) € R” non nul tel que ¢ = (-,a). D’aprés 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a

VeeR" ()] = [{z,a)] < [l]|f|al
d’ou ve e R |f(x)] < allf|zfle
Ainsi |f(x)] m 0
On a fla) = |lallPe~14* >0 et f(—a)=—f(a) <0

On choisit R > ||a]| tel f(—a) < f(x) < f(a) pour ||z|| > R. La fonction f continue admet des
extremums sur le compact B¢(0, R) avec un maximum plus grand que f(a) et un minimum plus
petit que f(—a) puisque a et —a sont dans B;(0,R). Soit x € R". Si ||z]| <R, on a

Min f < < M
B,-(S,%)f f(x) < Bf(gﬁ)f

et si||z]| > R, on a



Ainsi, les extremums atteint par f sur B;(0,R) sont les extremums sur R". Puis, la fonction f
est de classe €' sur I'ouvert R” comme composée de telles fonctions et les extremums cherchés
sont donc parmi les points critiques. On a

Vo € R” f(I) = (Zazxz> 672?:1 @y
i=1
Par dérivation, il vient pour x € R”
Vie[l;n]  9if(x) = (a; — 2x; (x,a)) e oI’
Soit z € R™. On a
Vix)=0 <= Vie[l;n]a; =2x;(x,a)

Un vecteur z solution de V f(x) = 0 vérifie (x,a) # 0. Sinon, on aurait a = Og» ce qui est faux.
Par conséquent, il vient
a;

2 (z,a)

Or, en injectant cette relation sur les x; dans I’expression de (z, a), on obtient

Vflx)=0 <= Vie[l;n] x; =

( a/’L
) a; vefl;n] o 2(z,a)
Vie[l;n] x; = = a2
2(z,q) (x,a) =
> ’ 2(x,a)
a;
Vie[l;n] zz:Q(xa)
= ]
(r,a) =+ -——
L 2
a
On obtient Viz)=0 <= z=+
v2|all

On trouve exactement deux points critiques donc 'un est le maximum et ’autre le minimum et
on conclut

a a
et en —

V2| all v2|a]

La fonction f admet un maximum et un minimum sur R", respectivement en

Variante : On peut complétement se passer du calcul différentiel pour résoudre cet exercice.
On a établi

2

VeeR" |f(2)] < llallv(lz]]) avec VueR  ¢(u) =ue™
1
Aprés étude, on observe que la fonction v atteint ses bornes en iﬁ. Alors, en prenant x
1
colinéaire a a tel que ||z|| = —= c’est-a-dire x = £ il vient d’apreés le cas d’égalité dans

V2 V2||a]

I'inégalité de Cauchy-Schwarz

a a
; (m) ol Max v et f (—m) — ] Max

ce qui prouve que la fonction f y atteint respectivement ses bornes et uniquement en ces points
puisque l'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte pour une famille liée.



Exercice 8 (Centrale 2023)

Pour n entier non nul, on note P(n) I'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n et

onpose P, = [[ ».

peP(n)
1. Etablir Vnz2 ) <4
' - 2y/mn "
2. (a) Montrer Vn € N~ (2";1) < 4"
(b) Etablir Vn € N*  Pg,py < 4"P,yy
3. Montrer Vn € N* P, <4"

Corrigé : 1. Soit n > 2. On a
2n
() < X (%) =4
k=0
4" 2n
<
2\/ﬁ (n)
L’initialisation Z2(2) est vraie. On suppose &(n) vraie pour n > 2 fixé. On a

2(2n + 1) ) > 2(2n + 1) 47
n+1 \» n+1 2yn

On pose P(n) :

(2(::11)) =

Puis, on a les équivalences
22n+1) 4"
n+1 2yn

> f4"12n+1 <= 2n+1)vn+1>2(n+1)vn
< AP+ 8n? +5n+ 1> 4n3 4+ 8n? + 4n

ce qui clot la récurrence. Ainsi, on a

4n
2\/n

Remarque : Cette preuve ne permet pas de comprendre comment trouver une telle minoration.

On a

Vn > 2 < (M) <4

n n—1

fe0 e+ w0
() == T ,}1( o )

1)? 1 1 1
Or, on observe Vk € N* (14—%) :1+E+@>1+E
g1 1 \/m
d7 N 2n
ol (n) > " kl;[l k’

On obtient alors la minoration souhaitée.
2.(a) Soit n entier. On a

2n+1
(1 + 1)2n+1 — kg::() (271];0—1) > (272}-1) + (2::11) _ 2(2117;&—1)



D’ou Vn € N* (Q"H) < 4"

n

Variante : On a

1 2k 1 2k +1
" Tk 10k +1) =
k=1 k=1
2.(b) On a Pont1 =P [I p

pEPN[n+2;2n+1]

et nl (1) = @n+ Db 2ﬁ1 k
oo (n+ D! e

d’on [] p divise n!(2"+1)
n
pePN[n+2;2n+1]

Or, pour p premier dans [n+2; 2n+1], ona pAn! =1 d’ou I1 p | An! = 1. D’apreés le
n+1<p<2n+1

2n+1

lemme de Gauss, il s’ensuit que I p divise ( o

pePN[n+2;2n+1]

) et d’aprés le résultat de la question

2.(a), on conclut

Vn €N'  Pypy < 4"Ppp|

3. On procéde par récurrence. Pour n entier non nul, on pose
P(n): Vke[l;2n] Py < 4%

La propriété Z2(1) est vraie. On suppose Z(n) vraie pour n entier non nul fixé. D’aprés le
résultat de la question 2.(b) et 'hypothése de récurrence, il vient

Poyp1 < 4"P, 1 < 42 F!
Enfin, on observe que Py, 5 = Py, 1 puisque 'entier 2n + 2 est pair et n’est donc pas premier.
Par conséquent, on a Pongo = Popyq < 420 < 42042
ce qui prouve I'hérédité et clot la récurrence. On conclut

VneN* P, <4

Exercice 9 (Centrale 2023)

Soit (2,27, P) un espace probabilisé et Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de

n Sn _
méme loi de Poisson Z(1). On pose S, = > X; et T), = n
i=1 Vn

1. Déterminer la loi de S,,. Qu’en déduire sur T,, 7
k(nk —1)

2. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série EW
n !

+oo
3. Calculer / P(T,, > z) dx.
0



Corrigé : 1. Pour X ~ 2()\) avec A > 0, on a Gx(t) = e** Y pour ¢ € [0;1]. Par indépendance,
onapourte[0;1]

GSTL(t) = H GXL (t) == en(tfl)
=1

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, il s’ensuit que S, ~ Z?(n) et par conséquent
E(S,) = V(S,) = n. Ainsi

Sp~P(n) et T, centrée réduite

E(n* —1
2. On pose Vk e N Uk(ﬂ) = ﬁ
Pour £ entier, on a
ups(n) _ B+ 1)@ -1) (k) m 0
ug(n) k(n* —1) (n+k+1) kstoon+k koo

D’aprés le critére de d’Alembert, la série converge. Par linéarité car convergence des séries concer-
nées, il vient

oo A (nt+k-n)nt-1) = nF-1 oophtl _p
2uw(n) = 2 = LR AR
Aprés changement d’indice, on trouve
+o00 +00 nﬁ—n-‘rl -1 +00 nf—n-l-l -n +00 ]
= ——————— — —_—_— —_— 1 PR—
D L Y
+00 n—117]
On conclut > ug(n) converge et > ug(n) = (n —1) (e - —)
k=0 i=ok!
3.50it £ >0.0n a
+00
P(Tn = ZL’) = P(Sn Zn+ :L‘\/ﬁ) = E(]l{sngner\/ﬁ}) = I{;)]l[ner\/ﬁ;-roo[(k)P(Sn = k)
nk
On pose V(k,x) € Nx R, vp(x) =17 o, 1(x)e™"—
047 ] k!
+00
Ainsi P(T, > x) = > v(x)
k=0

Par conséquent, la série de fonctions Y vy converge simplement et sa somme x — P(T,, > x) est

avec k entier et

NG

continue par morceaux sur R puisque ses points de discontinuité sont les

sont régulierement espacés. Puis, on a

nk

oo k—n
S ) dr = e

dont on vérifie la convergence sans difficulté. Ainsi, par intégration terme a terme, il vient

/WIP(T Yo =5 [ ) do = STE e _ T,
n=x)dr = w(r)de =) ——e™"— = n
0 k=00 ‘ = Vn k!

avec un transfert pour la derniéere égalité. On conclut

+00
/ P(T, > x)de =E(T,)=0
0

9



Exercice 10 (ENS 2023)
Soit (aq,...,a,) € R™ tel que |a;| > 2 pour tout i € [1; n].
1. Soit A = (as;) € M, (R) avec

1<i,j<n
a; sl :]
V(l,])eﬂl,n]]Q a; ;=41 si |Z—]|:1

0 sinon

n
Montrer que la matrice A est inversible et que son déterminant a méme signe que [] ay.
k=1

2. Montrer que le résultat précédent vaut encore si 'on remplace la condition a; ; = 1 pour
li —j| =1 par |a; ;] <1 pour |i —j| = 1.
1
Corrigé : 1. On note D(ay, ..., a,) le déterminant de A. Avec 'opération Ly <— Ly — —L;, on

a1
obtient

1
D(ay,...,a,) = a;D <a2 — —,ag,...,an>
a

1
Sous réserve qu’on puisse définir la suite (d;)1<i<n, avec d; = let d;jq = = pouri € [1; n—1],
on obtient '

D(al,...,an) = Hdz
=1

)

d; o
En posant §; = — pour i € [1; n], il vient

7

D(alv"'van): ﬁa’bﬁ(sz

i=1 =1
. 1
avec =1 et Vie[l;n—1] 0ip1 =1 —
az+1ai5z
: 1 ; 1
Onpose Vie[l;n—1] filx) =1-— et gi(zr)=2*—z+
Ai+104T i1

Pouri € [1; n—1], on n’a pas a priori 'inclusion f;(]0;+00[) C]0;+00[ puisque si a;41a; > 0,
alors f;(x) —— 0. I1 faut donc procéder plus finement.
z—0
Soit i € [1; n— 1]. On suppose a;11a; > 0. Pour x > 0, on a
filz) 22z <= gi(z) <0

La fonction g; est un trindome de discriminant

4
Aj+10G;
1+ VA . 1 .
On pose m; = Tz et on remarque sans difficulté 3 < m; < 1. Si aji1a; < 0, on pose
1
simplement m; = 1. On choisit ensuite m = 1<1\/£in M qui vérifie notamment 5 <m < 1.
N —

Montrons pour tout i € [1; n] Pimplication

rzm = fi(x)>=m

10



On observe en premier lieu que f;(z) est bien défini pour > m > 0. Supposons a;;1a; < 0,
alors pour z > m, on a

1
Q15T

Supposons désormais a;1a; > 0. Par croissance de f;, on a

r>2m = fi(z) = fi(m)

Z1l>2m

La motivation du choix de m va apparaitre clairement. On a m; = f;(m;) > m; et on souhaite
pouvoir annoncer la méme inégalité avec m en lieu et place de m;. On a I’équivalence

film) > m <= 0= g;(m)
Or, par choix de m, on a
X5 g
2 g S

Le point m est donc entre les racines (pas forcément distinctes) de g; d’ou g;(m) < 0 et par
conséquent, on a bien

1-VA _1_ 1+2\/A7

r=zm = [fi(x) = film)=m
On construit alors proprement la suite (d;)1<;<n. On pose d; = 1 puis

Vie[l;n—1] div1 = fi(0;)
On a §; > m. Puis supposons 0; = m pour ¢ € [1; n — 1]. La quantité f;(d;) est bien définie
puisque §; > 0 et on a d;11 = f;(d;) = m. Ainsi, on obtient

det A= J]a [[6 avec []la]=2"#0 et [][6:>0
=1 =1 i=1

i— = i=1

n
On conclut La matrice A est inversible et det A de méme signe que [] a;.
i=1

2. On note désormais

a; Qq 0 0
B as

D(ah‘"7an7a17"'7an—laﬁlu"'7Bn—1): 0 0
. T - T an—l
0o ... 0 ﬁn—l Ay,

Avec 'opération Ly < Ly — &Lg, on trouve
a1
a1/
D(al,...,an,al,...,an,l,ﬁl,...,ﬁn,l):alD(aQ— a ,...,CLn,OéQ,...,Oén,hBQ,...,Bn,l)

1

et sous réserve de bonne définition, on obtient
n n
[T ai [0
1 =1

i

D(aly ey Qpy, 0, 7an—1a/61) L 7571—1)
a;f3;

avec =1 e Vie[l;n—-1] diy1 =1—
az‘+1ai5i

11



aA .
Il suffit alors de reprendre la méme trame qu’a la question 1 en remplacant r il e

pa t
Air1a4 Ai+1G4
. . . . . . ;i 3; .
la discussion sur le signe de a;y1a; en discussion sur le signe de .Pourie[l;n—1]et
Ai41Q4
;i .. a;f3;
" >0, on trouve comme discriminant pour ¢; : ¥ — 2% — x +
Air1a4 Ai1Q4
4oy 3
A=1——"2>0
Ai+10Q;4

Le reste de I’étude est alors identique. On conclut

n

La matrice A est inversible et det A de méme signe que [] a;.
i=1

12



