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Préparation a 'oral - Feuille n°6

Exercice 1 (CCINP 2023)

+00
Soit > a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = > |a,| et
n=0

at”
V(n,t) e Nx [0;+00[  falt) = “n, et

1. (a) Justifier que la suite (a,), est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0;+00 |.

+00
On admettra dans la suite de Pexercice que f: ¢ — > f,(t) est continue sur [0;+o0 .
n=0

2. (a) Justifier que pour tout n entier, la fonction g, : ¢ — t"e " est intégrable sur [0;+o00

+00
et calculer / gn(t) dt.
0

TOO /+00 g T +00
(b) Prouver / (Z an' et> dt = Zoan
0 : n=|

n=0 T

Corrigé : Exercice 49 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

2im

Soit n entier avec n > 2. On pose z =e n

1. On suppose k € [1; n — 1]. Déterminer le module et un argument de z¥ — 1.
2

— 7
tan (—)
2n

n—1
2. On pose S = Y |z — 1|. Montrer que S =
k=0
Corrigé : Exercice 89 CCPINP 2023

Exercice 3 (Mines-Telecom 2023)

Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de paramétres

X
respectifs p et ¢ dans |0;1[. On note Z = 7

1. Montrer que Z < X. En déduire que Z est d’espérance finie et déterminer E(Z).
2. Déterminer la loi de Z.
Corrigé : 1. On a Y(Q2) = N* d’'ou 0 < Z < X. Comme X € L!, il s’ensuit que Z est d’espérance

finie. Les variables X et — sont indépendantes dans L! notamment car 0 < N < 1 et il vient
1y 11

E(Z) = E(X)E <?> =-y Eq(l — gkt

Pr=1



+00 T
On a Vee]-1;1] —In(l—2)=>Y —

n=1"N

q
p(1—q)

2. Soit (a,b) € N*? avec a A b= 1. D’aprés le lemme de Gauss, il vient

Ainsi Zel' et E(Z)=-—

In(q)

+00
{z - %} = (BX = aY} = {X € aN", Y € bN*,bX = aY} = | | {X = ak,Y = bk}
k=1
Ainsi, par o-additivité et indépendance de X et Y, il vient

P(Z =a/b) = S P(X = ak,Y = bk) = S P(X = ab)B(Y = bk) = 3 p(1 — p)**~1q(1 — )%~

pQ(l —p)* (1 —qg)!

On conclut Pr(Z = a/b) = —(1—p)(l—q)

Exercice 4 (Mines-Telecom 2023)

n lnk
On pose Vn > 2 Uy = Zn—
=2 Kk
(Inn)?

1. Etablir Up

(Inn)?
2

2. Déterminer un équivalent de wu,, — lorsque n — +o00.

Corrigé : 1. On a

k+1
In k </ Int . In(k+1)
k+1 S ), ¢ k

k¢ Ink
Joil / nt ., Ink
k

t k—+oo k
Par sommation des relations de comparaison, il vient

n ntl] 1 1))?
S [ty e D)
Lt 2

Ainsi iuk ~ (

rlnt
2. On pose Ve >1 /
La fonction F est primitive d’une fonction € sur ] 0;+00 | et est donc elle-méme de classe €
sur | 0; +o0 [. Par dérivation, on trouve

| 1—1
VY >0 F'(x) = e F'(z) = ne
x

22
Soit k > 1. D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient

2



1
[F(k+1) = F(k) = F'(k)] < Sl oo k41

In(k +1 1 In k 1
avec HF(2)|!oo,[k;k+1]<_n< uDRR S O<n ) - O<_3>
2

k2 k—+00 k2 k—+00 k
Puis, il vient pour n entier non nul
5 (F(b+ 1)~ F(R) — F'(8) = Fin 1) = 3P0 = 320 ()
k=1 k=1 k=1 \k2
Par critére de Riemann, il existe A réel tel que

EF’() Fn4+1) — A

n—oo

" Ink "Hnt
c’est-a-dire Z e / i dt =X +o(1)
k=1 1
nInk  [(Int)2]""
ou encore E— - [m] =A+o(1)
1 1
On a In(n +1) =In(n) + In (1 + —) =In(n) + O (—)
n n
d’on In(n +1)* = In(n)? + o(1)
“Ink 1
On conclut > — nk _ In(n)* + A +o(1)
k=1 2
Remarque : La constante A\ ne semble pas simple & déterminer ... Elle porte un nom : on

Pappelle constante de Stieljes.

Exercice 5 (Mines 2023)

1. Soient A1,..., \,, a1,...,a, des réels vérifiant a; < ... < a, et la fonction f: 2z € R —
n
> Ake®™®. On suppose que la fonction f s’annule n fois. Montrer A\; = ... =\, = 0.
k=1

2. Soient by,...,b, des réels vérifiant by < ... < b, et A = (eaibj)K@KW Montrer que la

matrice A est inversible.

3. Etablir det A >0
Corrigé : 1. On procéde par récurrence. La propriété est immeédiate pour n = 1. On la suppose
vraie pour n entier non nul fixé. Soient Ay, ..., \yy1,a1,..., 0,41 des réels avec ay < ... < ap1q
n+1

tels que la fonction f:z € R— > \e®® gannule n + 1 fois. Si A\, = 0, ¢’est immédiat par

hypothése de récurrence. Supposons A\, # 0. On a pour x réel

flz) =0 <= A\, e %g(x) =0 avec g(z)=1+ Z ko (ark=ani1)z

n+1

Par conséquent, la fonction ¢ s’annule n + 1 fois et d’aprés le théoréme de Rolle, la fonction ¢
s’annule n fois avec



Ak
)\n—i—l

Vr e R g (x) =Y e et Vke[l;n] pr = (ag — Gpiq) . by =ap — anyt
k=1

On a by < ... < b, et par hypothése de récurrence, on en déduit la nullité de p; et donc des A
pour k € [1; n] et le résultat suit. On conclut

’L’hypothése faite sur la fonction f implique A\y = ... = \,. ‘

2. On écrit une combinaison linéaire nulles de lignes de A qui donne

Vie[l;n] ST Ape i = ()
k=1

n

avec les i, réels. Ainsi, la fonction f: 2z € R— > Ae®™? s’annule n foisd’ou Ay = ... = A, = 0.
k=1

La famille des lignes est donc libre et on conclut

| La matrice A est inversible. |

3. On choisit b; = j—1 pour tout j € [1; n]. Alors, la matrice A est une matrice de Vandermonde
et on trouve

detA= J] (e® —e%)>0
1<i<j<n

On pose A={(xy,....,2p) eER" |21 < ... <2}

Il s’agit d’'un convexe de R". Par conséquent, I'image de A connexe par arcs par 'application
continue ¢ : (by,...,b,) — det (e ‘”bﬂ') 1<i j<n ©St UN connexe par arcs de R. C’est donc un intervalle
de R qui ne contient pas zéro d’apres la dﬁestion précédente. Le cas particulier précédent montre
que Im ¢ N]0;+00[ # @ et par conséquent Im ¢ C |0;+00 | et on conclut

Exercice 6 (Mines 2023)

1
On pose VYn € N* Uy = > =
(i.)€(N")2, i+j=n""]
+oo ] 2
On admet légalité )  — = T
n=1M 6

1. Déterminer un équivalent simple de wu,, lorsque n — +o0.
2. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére » u,z" et calculer sa somme S.
3. Etudier la définition et continuité de S en R et —R.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On a
n—1 1

U= 2 R

Par décomposition en éléments simples, il vient pour k € [1;n — 1]

B X T
kEn—k) nlk n—k

) 1 1 {1 2, 1 }
ui —_—=
P 2 k(n—k) | (n—k)?



Avec des changements d’indices et la décomposition en éléments simples précédente, on obtient

2 201 2 1
= I E T =R
2 201 2”1[1 1}_2”1 4 n=11

-y + = _ )
n? ;= k2 n2,§1n k- n—k n2 ;= k2 n%élk:

. o . 1 .
Par comparaison série/intégrale avec la fonction ¢ — n continue par morceaux sur [1;+o00 |

n—1

décroissante positive, il vient > — ~ Inn et par conséquent
k=1K n—+00

2 (72 41nn
w = (T o) + TR (1 o)
2
. T
Ainsi Un ~ 32

2 .Y Zn A P A M
2. Les séries entiéres ) 2" et Y — ont méme rayon de convergence égal & 1 et par conservation
n>1 n
du rayon de convergence pour le critére des équivalents, il vient

’La série entiére > u,x™ a pour rayon de convergence R = 1.

0 sin=20
On pose VneN anp =< 1 )
—  sinon
n
n
On remarque Vn e N Up = Y Aplp_f,
k=0

D’aprés le produit de Cauchy de séries entiéres, il vient pour x € | —1;1]

+oo <+oo 2 +o0 g 2
Upx" = a a:”) = < )
A =

n:lF
+00 pn—1 In(1 —
Pour z € | —1;1[~ {0}, on a Zx :_n( ?)
n=1 N T

et par intégration de série entiére, la formule valant aussi pour x =0

Vee]—1;1] S(:c):zunx”:</ox—wdt>2

t

71.2

3.0n a lun(=1)" = u

n Y —
n—+oo 3n2

Ainsi, les séries Y u, et > (—1)" convergent et d’aprés le théoréme d’Abel radial, on conclut

La fonction somme S est bien définie et continue sur [—1;1].

Exercice 7 (Centrale 2023)

1. Rappeler la formule de développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une
colonne. En déduire pour A € .#,(R) une relation entre A, Com A et det A.



2. Soit A = (a;;) € M,(R) avec

1<i,j<n
2 sit =7
V(Z,j)E[[l,n]]Q CI,Z'J: —1 Si |Z—j|:1
0 sinon

Calculer det A.

3. Soit A € #,(R) dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, dont les autres

n
coefficients sont négatifs et tels que Y a;; > 0 pour tout i € [1; n].
j=1

(a) Montrer que la matrice A est inversible.
(b) Montrer que les coefficients de A~ sont positifs.

Corrigé : 1.

A(ComA)" = (ComA)"A = det(A)L,

2. On note A,, = det A. On trouve en développant selon la premiére ligne pour n > 3
An = 2An71 - Aan

La suite (A,), est récurrente linéaire d’ordre 2. On a Ay = 2, Ay = 3 et on peut choisir Ay =1
pour que la relation de récurrence soit compatibles pour n = 2. L’équation caractéristique est

r?—=2r+1=(r-1>%=0

Ainsi, on a A,, = an + b pour tout n entier et avec Ag =b =1 puis A; = a + b= 2, on conclut
VneN A, =n-+1]

3.(a) Soit X € 4, 1(R) colonne non nulle telle que AX = 0. On a

Vie[l;n]  Yajr=az+ Y, az;=0
Jj=1 Je[1;n]~{i}

n

d’ol Vi € [[1, TL]] Qi ;T; = Z — Qi jT;
j=1
On choisit iy € [1; n] tel que z;, = Max]] |z;]. 11 vient
€[1l;n
S Tl & 7] _ &
Qigip = |aio,i0| = Z — Qi | < Z — Qi T S Z = Qg5
j=1 Lig j=1 N

n
ce qui contredit > a;, ; > 0. Par conséquent
=1

|La matrice A est inversible. |

Remarque : Il s’agit d’un cas particulier de matrice & diagonale dominante stricte.

et (i, jo) € [1; n]? tel que b;, ;, = Min b; ;. On suppose

1<i,5<n

3(b) On note B = A_l = (bi,j)
biy.io < 0. On a

1<i,5<n

10,70
V(i,j) € [1;n] > kb =0i; =0
k=1

En particulier, on obtient



aio,iobioyjo > z (_aio,k) bk,jo Z= bio,jo Z (_aio,k)

ke[ 1;n]~{io} S——~—" ke[1;n]~{io}

20 Zbig,5

d’on Qg0 < Z <_ai07k)
ke[ 1;n]~{io}

ce qui contredit I’hypothése faite sur la matrice A. On conclut

Les coefficients de A~! sont positifs.

Exercice 8 (Centrale 2023)

Un R-ev normé est dit séparable s’il contient une partie dénombrable dense.
1. L’espace R est-il séparable?
2. Montrer qu’un R-ev normé de dimension finie est séparable.

3. Soit E préhilbertien réel de dimension infinie. Montrer que ’espace E est séparable si et
seulement s'il existe une suite orthonormée (e, ), telle que Vect (e,), est dense dans E.

Corrigé : 1. L’espace normé (R, |-|) contient 'ensemble des rationnels Q dénombrable dense.
Ainsi

’L’espace R est séparable. ‘

2. Soit E un R-ev normé de dimension finie et Z = (e, ..., e,) une base de E. On a

E = Vect (e1,...,e,) = {inei, (X1,...,2,) € R”}
i=1

On pose A= {Znei, (ri,...,mn) € @"}
i=1

n
L’application ¢ : Q" — A, (ry,...,r,) — Y_1e; est clairement bijective et comme le produit fini
i=1
Q™ est dénombrable, on en déduit que ’ensemble A est dénombrable. Puis, on munit ’espace E de
n
la norme || - |, Pour x = ) z,e; € E avec les x; réels et ¢ > 0, on dispose de (rq,...,7,) € Q"

i=1
tel que |r; — x;| < € et il s’ensuit

|z = > rieilloos < €
i=1
d’otl VeeE  Ve>0 B(z,e)NA# o

ce qui prouve la densité de A dans E muni de la norme || ||o 5. Or, on a invariance de 'adhérence
et donc de la densité par rapport au choix d’'une norme dans un espace de dimension finie par
équivalence des normes. On conclut

Un R-ev normé de dimension finie est séparable.

3. On suppose E séparable. Soit (z,), partie dénombre dense de E. On pose

et VkeN gy = Min {i € N| (z4,...,x;, ;) libre}

L’entier ig est bien défini car si tous les x; étaient nuls, la suite (x,,), ne serait pas dense dans
E. Supposons qu'il existe k entier tel que Pensemble {i € N | (x;,,...,x;,) libre} est vide. On en
déduit que tout z; est dans Vect (z;,, ..., ;) d’ou

7



Vect (z,,),, = Vect (xi, ..., 2;,)

et par conséquent E = {z,, n € N} C Vect (x,,), = Vect (z;y,...,2;,)

Or, lespace Vect (x4, ..., x;, ) est de dimension finie car il admet une famille génératrice finie et
il s’ensuit que c’est un fermé de E, égal a son adhérence. On en déduit alors que I'espace E est de
dimension finie ce qui est faux. Par conséquent, la suite (ix); est bien définie. Par construction,
la suite (z;, )y est libre et on 'orthonormalise en la famille (eg)s. Soit x € E et € > 0. Par densité
de (z,)n, on dispose de n entier tel que ||z, — x| < e. Par récurrence, on établit i, > k pour
tout k entier et il s’ensuit

x, € Vect (x1,...,2;,) = Vect (z;,,...,x;,) = Vect (eq,...,€,)

Par conséquent, la famille (e, ), est dense dans E. Supposons qu’il existe (e, ), suite orthonormée
telle que Vect (ey,), est dense dans E. Soit x € E et ¢ > 0. On dispose de n entier et (a)refo;n] €
R™*! tel que

n
|z — > arer]| < e

k=0

Pour k € [0; n], on choisit r, € Q tel que |ry — ax| < €. Par inégalité triangulaire, il vient

n n n
o = 2 renl| < llz = Do awenll + 22 law — ref lex] < (n+2)e
k=0 k=0 k=0
avec € qu’on peut choisir arbitrairement petit. Ainsi, notant

A= { Teek, N €N, (ri)kefo;n] € Q"H} = U {Zmek, (Th)kefo;n] € @"H}
k=0

neN k=0

on constate que A est une union dénombrable d’ensembles dénombrables (pour les mémes raisons
que celles exposées & la question 2) et est donc dénombrable. On a donc prouvé que 'ensemble
A est une partie dénombrable dense dans E. On conclut

L’espace E est séparable si et seulement s’il existe une suite ortho-
normée (e, ), telle que Vect (e,), est dense dans E.




