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Exercice 1. [Centrale MP 2021]
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie 7.
Soient u, v € Z(E) tels que uov—vou=1In2)u.
1. Montrer que u est nilpotent. Ind. On pourra calculer u*o v —vou*,

2. Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont toutes deux
triangulaires supérieures.

Exercice 2. [Centrale MP 2021]

1. Montrer qu'il existe une unique suite (H,) de polyndmes tels que :

+oo
V(x, 1) eR? exp(xt—12/2)= Y Hp(x)t"

n=0

2. Montrer que Hj, = H,_1 et (n+1)Hp+1 = XHp, — Hy- 1.
3. Montrer que les H, forment une base orthogonale de R[X] pour le produit scalaire

+00 5
(PQ) Hf P(x)Q(x)e "% dx.

Solution :

1. Soient x,t € R, par développement en série entiere il vient :

2 k +k 2k
ext—% _ Xt t12 _ io Xt io 4
2k

|

k=0 k! k=0
[

+00 x2k tZk +00 x2k+1t2k+1

=y —+ Yy ——
kgo 2k)! kgo @2k +1)!

+oo( n xzk(_l)n—k ) on +oo( n x2k+1(_1)n—k ) -

)3 2| X

prod. Eauchynzo =0 k)12 k(n - k)! o\ Rk + 112"k (n— k)

ce qui donne lexistence en posant

dL (_l)m_k 2k . .
H, :k:0 o o= si n=2m est pair

L (-pmk kel L
Hp=)_ X sin=2m+1 est impair

=0 Qk)12m=k(m - k)!

Pour l'unicité, pour tout x € R, on obtient l'unicité pour tout n € N des réels Hy(x)
par unicité du développement en série entiere, puis l'unicité des polynémes H, par
propriété de R[X] (deux polynomes égaux en une infinité de réels sont égaux).

2. On obtient la premiere relation en dérivant les expressions obtenues a la question
précédente.

. 3N ) _q2 ) N . .
On obtient la deuxieme en dérivant t — e*'~"'? et la série entiere (possible puisque
son rayon de convergence est infini) et en invoquant l'unicité du DSE.

3. Une intégration par parties (en dérivant x — Hy(x)e ™2 et en primitivant x —
Hy,(x) en x — Hy,+1(x)) donne (le crochet généralisé converge par croissances com-
parées) :

VneN",YmeN, (HylHp) = (n+1)(Hps1|Hm+1)

En évaluant x — e**=""2 et sa dérivée en 0 on obtient Hy =1 et H; = X. On peut alors
poser H_, = 0 et observer que cette convention permet d’étendre les relations de la
question2a ne N.
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Puis obtenir :

Vn,meN, (Hy|Hp) = (n+1)(Hp1|Hppe1) =  (m+1)(Hpsr | Hpp1)
symétrie
si bien que si n # m, (Hp411Hp+1) = 0 puis (Hy|Hpy) =0, et si n = m, (Hy|Hy,) >0 par
positivité stricte de l'intégration (argument de toute facon nécessaire pour justifier
que l'on dispose d’'un produit scalaire).

On a ainsi démontré que % = (Hy,) nenN est une famille orthogonale pour le produit
scalaire. En particulier c’est une famille libre.

Enfin, une récurrence (immédiate) montre que Vect(Hy)o<k<n = RnlX], si bien que
tout polynome de R[X] est combinaison linéaire de polynomes de la famille 2 (il
appartient a R4[X] ott d est son degré) : 2B est génératrice de R[X].

Conclusion : 28 est une base orthogonale de R[X].
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Exercice 3. [CCP 2022]
Onpose:VneN*,VxeR, u,(x) =
On considere la série de fonctions Zn>1 Up.

(l)x

1. Etudier la convergence simple de cette série.

On note D '’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour
x€eD.

2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?

(b) Etudierla convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur
D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,1].

Solution :
1. La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.

En x =1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.
En x = -1, la série diverge (série harmonique).
Onadonc D =]-1,1].

2. (a) En tant que somme d’'une série entiere de rayon de convergence 1,S est conti-
nue sur]—1,1][.

. ’ . P 1" 2 .
En x =1, il Sagit de la série ) %, dont la convergence est assurée par appli-
cation immeédiate du criteére des séries alternées.

Le théoreme d’Abel radial permet alors d’'affirmer directement la continuité
de S en 1, et donc finalement sur D entier.

(b) Vx €D, uy(x) = >
lunlloo = Supxe] Ly lun() =1 et Y, 1 diverge.
Doncy. n>1 CU% x" ne converge pas normalement sur D.
Y o1 E X" ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pour-
rait employer le
théoréme de la double limite en -1 et cela entrainerait la convergence de la
sériey ;=1 %, ce qui est absurde.

(c) On étudie la convergence uniforme sur [0,1].
Vx € (0,11, la série numérique Y. ,>, u,(x) satisfait le critére spécial des séries
alternées ce qui permet de majorer son reste R,.

Ona:

n+1 . . . P
Vx€[0,1], IR, (0] = X7 ux(X)| < lups1 (0] = L5 < L. (majoration indé-
pendante de x )

1 . 1
Donc ||Ryllo, < 737 aveclimy, .o -7 = 0.
Donc, ¥ =1 un converge uniformément sur [0,1].
Bilan final :

En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entieéres, on
peut affirmer que Y., u, converge normalement sur tout segmentde |-1,1] et
converge uniformément sur tout segment de |-1,1].
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Exercice 4. [CCINP MP 2021]
0 01

Soit A=|1 0 0]e.s(C).
010
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?
2. Soient a,b,c€ C et B=al; + bA+ cA? ol1 I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question précédente les éléments propres de B.

Exercice 5. [Mines, mais niveau X-ENS]
t

Soitg : t— ———.
one l1+e) -t

1. Montrer que g est la fonction génératrice d'une variable aléatoire X a valeurs dans N.
2. Soit (Xj, j)1<i,j<n une famille de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Détermi-

0 Xi2 -+ Xin

ner la probabilité que M = R : ait un nombre fini de sous-espaces
: Xn-1,n
0 - .- 0

stables.

Solution :

1. Pour|t|<e+1l,0na:

1 ; 1 1 +00 l'k +00 tk
8= e X (Zﬁ)(z

1-i& 1+elfz = 1+ ek

Par produit de Cauchy de séries entiéres dans leurs intervalles ouvert de conver-

gence,ona:
1 & i 1 k Jio k
g =— — | *=Y ar
L+e 2o\ pmo plA+e)Pk o
k 1 +00
avec ap = y_ ——————— Les a; sont positifs, et 1 = g(1) = Y ai (1 estdans l'inter-
p=0 p'(l + e)p_ + k=0

valle de convergence de la série entiere g).

1l existe donc une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que : Vk e N, P(X =
k)= aj.

2. xm=X",donc M" =0 grdce au théoreme de Cayley-Hamilton.

o Commengons par traiter le cas ot X1 2, X233, ..., Xn—1,n Sont non nuls (i.e. les coeffi-
cients juste au dessus de la diagonale sont non nuls).

On note (Ej, ..., Ep) la base canonique que ., (R). Pour i € (2, nll, on constate que
ME; = X;_1,;E;_1+F;, avec F; € Vect(Ey, ..., Ei_,). On montre donc par récurrence sur
k € [[0,n—1]] que M*E,, = aE,,_ i + Gy, avec Gy € Vect(Ey, ..., E,_r_1) etay e R*.Ona
donc M"'E, = a,_1 E; #0. Montrons que (E,, ME,,, M?E,,, ..., M""1E,)) est une base
de .y, (R). Montrons que cette famille est libre.

Soit Ay, ...,An—1 € R tels que Z?;OI AiM'E, =0. Si tous les A; ne sont pas nul, alors on
peut définir k = min{i € [[0,n— 1]}, A; #0}. On a ainsi : AtM*E, + ¥} AiM'E, =
0. En appliquant M"~'7%, on a : AkM" 'E, + Y7L A;M7 " 1KE, =0, puis :
MM YE, =0, car i+n-1-k = n, pour i = k+1. Mais Ay # 0 et M""'E,, #
0, donc cela est impossible. Ainsi on a : Ay = ... = Ap—1 = 0, puis la famille
(Ep, ME,, M?Ey, ..., M"""1E,) est libre dans un espace vectoriel de dimension n,
donc c’est une base de cet espace.
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Montrons maintenant que : Vi € [[0, n]], dim(ker(M")) = i.

Soitie[[1,n] (le casi=0 étant évident).

Soit U € My,1 (R). 1l existe uy, ..., un-1 € R tels que U =Y.7!~ ukMkEn Ona:

MU = YilueMHE, = YREluMEE,. Comme la famille
(MXE,,,..M" 1En) est libre, alors on a : U € ker(M) & uy = u; =
W = Upj = 0 © U € vect(M"kE, M"*+1g, M"1E,. Ainsi on a
ker(Ml)—vect(M” kg, MP—klp M 1En), ce qui donne le résultat.

Recherchons maintenant les sous-espaces stables de M. Soit F un sous-espace
stable de M différent de {0}.

Soit k = max{i € [[1,n]], 3X € E, M'~1X # 0}. Ce max existe car notre ensemble est
majoré et non vide (car pour i = 1, il existe X € F non nul avec M°X = X #0).

Par conséquent on a : F c ker(M¥), donc dim(F) < k. Soit X € F tel que l'on ait :
M*1X #0 (et M*X = 0). On montre que (X, MX, M*X, ..., M*"' X) est libre (méme
méthode que pour (E,,, ME,, M*E,, ..., M""'E,)). C'est une famille libre de F, car F
est stable par M, donc k < dim(F). Ainsi dim(F) = k = dim(ker(M¥)) et F c ker(M*),
donc on a : F = ker(MX). Ainsi nous navons qu'un nombre fini de sous-espaces
stables par M dans le cas ot X, 2,X23, ..., Xn—1,n SOnt non nuls.

o Traitons le cas ott au moins un des Xy, X23,..., Xn—1,n est nul. Soit i le plus pe-
tit indice tel que X; ;11 = 0. Pour A € R, on pose Fy = vect(E,...,Ei_1,E; + AE;11).
Pour 1< k<i-1, on a bien MEy € vect(Ei,....,Ex_1) © Fy. Et : M(E; + AE;;1) €
vect(Ey, ..., Ei-1) € Fy, car ME;; a une composante sur E; qui vaut X; ;.1 =0.
Ainsi Fy est stable par M.

Montrons que les Fy sont deux a deux distincts. Soient A # p. Supposons que E; +
AE;y1 soitdans F,. Il existe donc xy, ..., xi-1, x; € R tels que : E;+ AEj+1 = ¥, _ xkEk+
xi(Ej + uE;j+1). Comme (Es,..., E;, Ei+1) est libre, alors : x; = ... = x;—1 =0, puls x; =1
(en identifiant sur E;) et A = x;u (en identifiant sur Ei+1), ce qui donne A = y, ce
qui est absurde.

Ainsi dans ce cas, on a une infinité de sous-espaces stables par M, par exemple les
F,, avec A décrivant R.

La probabilité cherchée est donc

n-1 n-1
P(m(xi,i+1>0)) = [PXiia>0=@x>0"!

i=1

indépendance*

car les coefficients de M suivent tous la méme loi que X.

1 e
OrP(X>0)=1-PX=0=1-gyg=1—-—=——.
l+e 1+e

1
La probabilité cherchée est donc (lTee) "




