ISM MP, Mathématiques
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Préparation a 'oral - Feuille n°7

Exercice 1 (CCINP 2023)

On pose V(z,y) € R? f(x,y) = 22% + 6zy — 3y* + 2
1. La fonction f admet-elle des extremums locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.
2. La fonction f admet-elle des extremums globaux sur R??

3. On pose K=[0;1 ]2. Justifier que la fonction f admet un maximum global sur K puis le
déterminer.

Corrigé : Exercice 56 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

Soit E un R-ev muni d’un produit scalaire.

1. (a) Enoncer et démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité 7 Le démontrer

2. Soit E={f € %(la;b],R) | Vx € [a;b] f(x)> 0}. Prouver que 'ensemble

b bdt
{/Gf(t)dtx am,feE}

admet une borne inférieure m et déterminer sa valeur.

Corrigé : Exercice 76 CCPINP 2023

Exercice 3 (CCINP 2023)
1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit (Y,), une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi ayant un moment
n
d’ordre 2. On pose S,, = > Y}, pour n entier. Montrer
k=1
S
— —E(Y1)

n

V(Y1)

na?

Ya > 0 IP( >a><

3. Application : on effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne
contenant 2 boules rouges et 3 boules noires. A partir de quel nombre de tirages peut-on
garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges obtenues restera comprises
entre 0.35 et 0.457

Corrigé : Exercice 99 CCINP 2023



Exercice 4 (Mines 2023)
Soit A = (CZZ'J‘) c %H(R)

1<i,5<n

1. Montrer |det Al <[] ( |ai,j|>
i=1 \j=1
2. Si det A # 0, étudier le cas d’égalité.

Corrigé : 1. On commence par établir 'inégalité intermédiaire dite inégalité d’Hadamard

n n

det Al < TT,/Sa2,
i=1 \| j=1
On note uq, ..., u, les vecteurs lignes de A et € la base canonique de R™. On a
det A = det AT = dety(uy, ..., uy,)
Si (ug,...,uy,) est lite, inégalité est vraie. Supposons (uq, ..., u,) libre et soit B = (vq,...,v,)
la base orthonormée obtenue par I’algorithme de Gram-Schmidt appliqué a (uq, ..., u,). On note
P = maty%. On a
maty (ug, ..., u,) = mateyAB X matyg(uy, ..., u,)

La matrice P est matrice de passage entre deux bases orthonormées de R™ d’on P € O,(R). Par
suite

detg(us, ..., u,) = det(P) detg(us, ..., u,) = £detg(u, ..., uy,)

et matg(uy, ..., u,) = (<uj’vi>)(i,j)e[[1;n]]2
Or, on a VEe[1l;n] Vect (uq, ..., u;) = Vect (vq, ..., vx)
d’otl Vi > (uj,v;) =0
en le voyant soit par orthogonalité, soit parce que u; est combinaison linéaire de (vy,...,v;) d’oil
la nullité des coefficients en v; pour ¢ > j. Ainsi
(up,v1) .. oo (Up,v)
matg(uy, ..., u,) = 0
0 e 00 (U, vp)
n
Par conséquent |dete (ur, ..., un)| = T [{ug, vi)]
k=1
n
et VEe[lin]  furllz = ) 2o (ur, vi)* = [, o)
i=1
. n
On obtient |dete (ur, ..., un)| < TT w2
i=1

et comme on a ||z||s < ||z||; pour tout x € R™, on conclut

et A< 1 flualh = 11 (Z Iaml)

i=1 \j=1




2. La famille (uy,...,u,) est libre puisque
detg(ug, ..., u,) =det A #0

n

n
On a établi |det A| < [T JJusll2 < IT [Jwilla
i=1

=1

La premiére inégalité est une égalité si et seulement si

vkellsn]  llull® = X (ur,vi)” = (wr, vi)”

i=1
c’est-a-dire VEe[l;n] uy, € Vect (vg)
autrement dit (u1,...,u,) famille orthogonale

Puis, la deuxiéme inégalité est une égalité si et seulement si
Vie[l;n]  [luillz = [Juilx

Pour z = (z41,...,2,) € R", on a
folls =l = 357 = (32 =)
= 1=

n n
= yai=yai+2 Y |w
=1 =1

1<i<j<n
lzllz = llzlly <= (V(i,5) € [1;n]* i#j = ;=0 ou =z;=0)
Pour z € R™ avec x # Ogn, on dispose de ig € [1; n] tel que z;;, # 0 et on en déduit que
|z||2 = ||z]}1 si et seulement si z; = 0 pour tout j # io. Ainsi, la deuxiéme inégalité est une
égalité si et et seulement si les vecteurs uq,...,u, ont une unique coordonnée non nulle. En
combinant avec ’orthogonalité, on conclut

Le cas d’égalité pour det A # 0 a lieu si et seulement s’il existe des scalaires
o non nuls et o € S, tels que a; j = a;0; ,(;) pour tout (z,7) € [1; n]>

Exercice 5 (Mines 2023)

Soit f : .#,(K) — K non constante vérifiant
V(A,B) € #,(K)*  f(AB) = f(A)f(B)

Montrer A € GL,(K) < f(A)#0
Corrigé : On observe f(0) = f(0)? et f(I,,) = f(I,)? d’ou f(0) et f(I,) dans {0,1}. Si f(0) =1,
on aurait

VM e 4,(K) (M) = [f(0)f(M) = f(0)

ce qui contredit f non constante. On en déduit f(0) = 0 et donc f(I,) = 1. Soit A € GL,(K).
On dispose de B € ., (K) telle que AB = 1,,. 1l s’ensuit

fA)fB) = f(AB) = f(I,) =1
d’on f(A) # 0. Réciproquement, supposons rg A = r < n. Les matrices A et K, = ( 8 I(; )
ont méme rang et sont donc équivalentes. Par conséquent, on dispose de P, Q dans GL,(K)

telles que A = PK, Q. La matrice K, est triangulaire supérieure stricte donc nilpotente. Soit
N € ., (K) nilpotente d’ordre p. On a



d’ont f(N) = 0. Ainsi, on obtient

On conclut A € GL,(K) < f(A)#0

Exercice 6 (Mines 2023)

+00 dt
On pose Vn > 2 I, =

L L4t 4t
Déterminer de trois facons différentes la nature de ) 1,.

n>2
Corrigé : On pose
1
V(n,t) € [2; X |1; n(t) =
() €123 vl x [Lisoo il =15

1
Pour n entier > 2, on a f, € €,m([1;+00[,R) et f,,(¢) L= O <t_2> Par comparaison et critére
—+00

de Riemann, I'intégrale définissant I,, est bien convergente.

1. Soit n entier > 4 et t > 1. On observe

k=0 2

= k=[n/2)+1
1 o dt 1 < 1 >
d’o 0 < In < = =0|—
" ), w0
d’ou la convergence de ) I,,.
n=2

2. Pour n entier > 3, on a

e A e S

avec, dans cette nouvelle écriture, le caractére faussement impropre en 1. On réalise le change-
ment de variables u = t" et il vient

1
un du

' . _ n (u% — 1) N
On pose V(n,u) € [3; +00] x]1;+00] gn(u) NOEST un

In—l -

1 /+<>0n (u% — 1)
1

n? (u—1)u

3
V
w

On observe pour u > 1 et

Inu

u—1)u - (u—1)u C e (u—1)u

On fixe u > 1 et on pose Vo >3 )\u(:v):x<e%—1)

Par dérivation, on trouve



Vo >3 A;(q:)zel“f<1—m—“>—1

1 nuw
puis N(z) <0 <= 1-— 2% e
T

/
@

et cette derniére inégalité est vraie par convexité de 'exponentielle. On en déduit la décroissance
de \, et par suite
3 (u% — 1)

V(n,u) € [3; +oo| x]1i+00[ 0 < gu(u) < p(u) avec p(u) = Wué
u—1)u

Ona ¢ € Gm([1;+00[,R) avec

lu—1 1

QO(U) ur:lggu — 1 u—1 1 et QD('LL) u—>—+oo O <U_§)
On en déduit P'intégrabilité de ¢ sur | 1;+00 [ et par convergence dominée, on conclut
1 ™ 1
L, ~ S

n—+oon? 1 (u—1)u
Il s’ensuit sans difficulté que la série > I, converge (critére des équivalents avec des termes de

n=2
signe constant et critére de Riemann).

1
3. Soit n entier > 3. Avec le changement de variables u = T on obtient

1
1 —
I, = / Y w3 du
o 1L —un

Puis, avec le changement de variables s = u", on trouve

1 [n(l—sn
In1:—2/n<—sz)d5
n®Jo (1—s)sn

1—sn
On pose V(n,s) € [3;+00] x]0;1] hn(s):n( 5)
(1—s)sn
—Ins+o(1) —Ins
AL ha(s) = ~
On a Vs € ]O’ [ n(S) (1 — 8)60(1) n—oo | —§
et par inégalité de concavité
—1
Vin,) € 133 00 X 1011 0 in(s) S wls) avee 00 = “;2
— 5)s3

On a1y € 6,,(]0;1[,R) avec
—1Ins 1 l—s
o) ~ 2~ o) e RN

d’out son intégrabilité sur |0;1[. Par convergence dominée, on conclut

L, ~ i ' _Ins

ns+oon? fo 1 —s

ds

et comme pour la méthode précédente, on conclut que la série > 1, converge.
n=2



Dans tous les cas(!), on conclut  |La série » I, converge.
n=2

Remarque : Il y a de fortes similitudes entre les méthodes 2 et 3 mais comme le processus
de domination ne reléve pas du méme effort, on peut raisonnablement les considérer comme
des méthodes distinctes. Toute suggestion de variante & ces trois méthodes est évidemment la
bienvenue ...

Exercice 7 (Mines 2023)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et (X,), une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de para-
métre 1/2.

1. Déterminer la loi de Z, = Y 2" *X,.
k=0
2. Déterminer lim P(Z, > 3") et lim P(Z, > 2").

Corrigé : 1. Soit n entier. On sait que tout entier de [0; 2" — 1] posséde une unique écriture

binaire de la forme Y d;2% avec les dy € {0, 1} ou, de maniére équivalente, de la forme > x;,2" %

k=0 k=0
avec les x4, € {0,1}. Ainsi, par indépendance des Xy, on a pour (zo, . ..,z,) € {0,1}"
= n—k ~ & 1
P(Zy=Y2""X) =P | ([ {Xe =} | = [[ P(Xp = ) = TS
k=0 b0 k=0
On conclut L~ U)o on+1-1]

2. Soit n entier. On a

ontl_1 1 (2n+1 . 1)2n+1 1
E(Z,) = kP(Z, = k) = = (2"t —1
1
et {Z, > 3"} ={Z,, — E(Z,) > a,} avec a,=3"— 5(2”le -1)>0

En remarquant ’inclusion
{Zn —E(Zy) = an} C{lZn — E(Zy)] = an}
il vient d’apreés l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff
V(Zn)

2
an

P(Z, — E(Z,) = a,) < P(|Z, — E(Z,)| > a,) <
Par indépendance des X;, on obtient
k=0 k=0

Par ailleurs, on a a,, ~ 3" et il s’ensuit que
n—+oo

4n+1 -1
12

On conclut P(Z, > 3") —— 0




Puis, on a (X, =0} = {zn <ok =on 1} — (Z, <27}

Ainsi VneN PZ,>20)=PX,=1)=-

Remarque : Demander la limite d’une suite constante est un peu déroutant. ..

Exercice 8 (Centrale 2023)
Soit E euclidien et f € Z(E).

1. Rappeler les identités de polarisation et 'identité du parallélogramme.
2. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) JeeR[V(z,y) e E* (f(2),f(y)) = c(z,9);

(b) V(z,y) €E* (z,9)=0 = (f(2),f(y)) =0
3. Trouver les u € Z(E) tels que u(F*) C u(F)* pour tout F sev de E.

Corrigé : 1. On a pour les identité de polarisation

1
V(z,y) e B> (z,y) = < (lz +yl]> = [|=]]* = ly[]*)

| =N

=5 (el + llyll? =z = yll*) = 7 (e + yl* = ll= = yl?)

2

et pour l'identité du parallélogramme

=

Viw,y) € B2 e+ yl* + lz — yl* = 2(l=[* + [ly[I*)

2. L’implication (a) = (b) est évidente. On suppose l'assertion (b) vraie. Soient u, v vecteurs
unitaires de E. On a

(utv,u—v)=ulf> = [v]* =0
Soit v vecteur unitaire de E. Pour x € E \ {0g}, posant u = ﬁ, on a d’aprés le résultat de la
x

question précédente

(u+v,u—v)y=0
Par hypothése sur f, il s’ensuit (flu+v), flu—wv))=0

etona  (flu+tv), flu—v))=(f(u)+f(v) flu) = f)=[f I =[]

Tou B {05 IF (7o) =150l

|zl

Ainsi veelE  f@)l = l[f @)«

'égalité étant trivialement vérifiée pour x = Og. Notant ¢ = || f(v)

veeE  |f(@)ll = ezl

et par polarisation, on en déduit 'assertion (a). On conclut

|?, on obtient

Les assertions (a) et (b) sont équivalentes.




3. Soit u € Z(E) tel que u(Ft) C F* pour tout F sev de E. Ainsi, pour tout a € E, on a
u(Vect (a)*) C u(Vect (a))* ce qui signifie, en observant u(Vect (a)) = Vect (u(a))

Ve e E (x,a) =0 = (u(z),u(a)) =0

et ceci vaut pour tout a € E. On en déduit que I'endomorphisme v conserve 'orthogonalité.
Réciproquement, on suppose que 'endomorphisme u conserve 'orthogonalité ou, de maniére
équivalente, qu’il existe c¢ réel tel que

Viz,y) € B2 (u(x), u(y)) = c(z,y)
Soit F sev de E et x € F*. Alors, il vient

VyeF  (u(z),uly)) =clz,y) =0
ce qui prouve u(x) € u(F)*+ d’oit u(F+) C F*. On conclut

’Les endomorphismes solutions sont ceux conservant ’orthogonalité.

Exercice 9 (Centrale 2023)

1. Montrer le théoréme d’intégration des séries uniformément convergentes sur un segment.

2. Soit v € €*([a;b],C) et f € €(C,C). On pose

b
/ f(2) dz = / SO/ (8) dt

et on étend cette définition au cas ot la fonction f est a valeurs dans ., (C). Pour r > 0,
on note

Vt €[0;27] Yo (t) = relt

Soit Y b,z™ une série entiére de rayon de convergence infini et f sa somme. Montrer

vaeC Vr>la  fla)=— [ L
217r%z—a

3. En déduire que pour toute matrice M € .#,,(C) et pour r assez grand, on a I'égalité

1
exp(M) = 5 e?(zI, — M) tdz
Yr

Corrigé : 1. On applique le théoréme d’intégration des suites uniformément convergentes sur
un segment & la suite des sommes partielles (voir cours).

2. Soit n entier, a € C et r > |a|. On a

1 o 1 2m Tneint -
— dz = — ——ire" d?
2ir ), z—a 2im J, rett —a

n 2T int n 27 +o00

Sk
r e r : ae 't

= — ——dt = — elnt ( > dt
2 Jo 1—2e™M 2m Jo ,;:0 r

2 —it\ *
e
On a 3 elkt ( )
0 r

Ainsi, par intégration terme & terme, il vient

k
dt = ZQ?T (M) < +00
r




1 " k1
- T dr= T”Z <—> 27r/ et 4t = g»

217 Z—a —
Yr k=0 & 0 .,

Puis, pour a € C et r > |a|, on a

1 27 1 +oo ) )
f( ) Z _/ : <an?,,nemt> irelt dt

217r wZ—a 2im reit —a \,;;=)

On pose
1 it 1
V(n,t) € Nx [0;27] up(t) = —b,r"e™ ———
T
Par inégalité triangulaire inverse, on trouve

V(n,t) € Nx [0;27] lun(t)] <

et on en déduit la convergence de la série Z/ |un(t)| dt. Par intégration terme a terme, il
0

vient
1 f(z) 2w +00
5= t)ydt = > bya”
2m ), z— a Z un(t) nzzo “
On conclut Va € C Vr > |a| fla) = S )
2ir wZ a

3. La fonction exponentielle est développable en série entiére de rayon de convergence infini avec
+00 Zn
VzeC ef =) —
n=0 TL'
Pour a € C et 7 > |a|, on a d’aprés le résultat de la question précédente

a_l z -1
e_2i7r e(z a)~'dz

On en déduit que pour D = diag(\y, ..., A ) et r > /\l\élax |A|, on a, par définition de I'intégrale
€Sp (

d’une fonction a valeurs vectorielles

n 1 n
D) =S eNE, = — M) e =o— [ e* 3 (2= A) B d
exp(D) i:Zle i=2 121#/ (z z 2i7T/%e Zzzl(z ) i dz

/

=(zI,—D)~1!

1
d’ou exp(D) = — [ e*(zI, — D) !dz

21w -

Etendons ce résultat par densité a toute matrice de .#,(C). Soit A € .4, (C) et r > ||Allop- On
pose

V(M,t) € B(0,r) x [0;27] g(M,t) = exp (re') (re'I, — 1\/[)71 irelt
L’application est bien définie : pour (M, t) € #,(C) x [0;27], on a
retl, — M = relt <In — 1\7[) avec M = r—le M

et pour M € B(0,r) HMHOp =7 M]lop < 1

9



~ +oo
d’ou I'inversibilité de I,, — M dont Pinverse est > M (résultat établi dans le chapitre Séries et
k=0
Fonctions Vectorielles). Vérifions les hypothéses de continuité sous 'intégrale.

e Pour M € B(0,7), on a g(M,-) € €,,([0;27], #,(C)).
e Pour ¢t € [0; 2], la fonction g(-,¢) est continue sur B(0,r). En effet, La fonction inverse décrite

par M — m(Com M) " est continue sur GL,(C) puisqu’elle est & coordonnées rationnelles
e
bien définie et le reste suit.

® Soit § = %. La fonction g continue sur le compact B¢(A, ) x [0; 27 ] (produit de deux

compacts) y est bornée d’ou une domination par une fonction constante intégrable.

1
Ainsi, la fonction M+ — [ e?*(z[, — M) 1dz
PAVIN o
est continue sur B¢(A, ). Or, 'ensemble Z7(C) des matrices diagonalisables a valeurs propres
simples est dense dans .#,,(C) (exercice classique, non trivial). Par conséquent, il existe une suite

(Dy)g & valeurs dans B¢(A, ) N 2:(C) telle que Dy — A. Par continuité de ’exponentielle
— 00

matricielle, on conclut

1
VA e #,(C)  Vr>||Allop exp(A) = — [ e*(zl, — A)"tdz

2ir [,

10



