ISM MP, Mathématiques
Année 2023/2024

Préparation a 'oral - Feuille n°8

Exercice 1 (CCINP 2023)
1. Soit f:R? — R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de f différentiable en (0, 0).

2 — P
2. On pose V(z,y) e R*  f(z,y)= Wy
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R
(b) Montrer que f est de classe €' sur R?.

Corrigé : Exercice 57 CCPINP 2023

Exercice 2 (CCINP 2023)

Soit E T'espace des fonctions continues 2m-périodiques de R dans R. On définit

W) €B (fo) =5 [ ra

1. Démontrer que (f,g) — (f, g) est un produit scalaire sur E.

2. Soit F = Vect (x + cosx,z +— cos(2z)). Déterminer le projeté orthogonal sur F de la

fonction z — sin’ .

Corrigé : Exercice 80 CCINP 2023

Exercice 3 (Mines-Telecom 2023)

Soit A € 4, (R).
1. On suppose A? + A + I, = 0. Montrer que l'entier n est pair.
2. On suppose A3 + A? + A = 0. Montrer que rg A est pair.

Corrigé : 1. Le polynome P = X2 + X + 1 est annulateur de A. Si l'entier n est impair, alors on
a pour x réel
xa(z) =2" 4+ o(2") —— t o0
z—T o0
et comme 'application polynomiale x +— xa(z) est continue sur R, on en déduit d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires qu’elle admet une racine. Or, les valeurs propres de A,
c’est-a-dire les racines de ya sont contenues dans P~1({0}) N R qui est vide. On conclut

’L’entier n est pair. ‘

2. On note u € Z(R™) canoniquement associé a A. L’'image Im u est stable par u et on note
U = Uy o U'induit par u sur Im u. Soit € Im u. On dispose de ¢t € E tel que x = u(t) et il vient
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(v +ov+id)(z) = (v* +u+id)(u(t)) = (u® + u® + u)(t) = Og

On applique alors le résultat de la premiére question a I’endomorphisme v et on conclut

’L’entier rg u =rg A est pair. ‘

Exercice 4 (Mines 2023)

+00
Soit (a,), € CN une suite sommable. Pour z € C, on pose g(z) = > —Tz".
n=07T0:

1. Montre que la fonction g est définie et continue sur C.
. +0oo +00
2. Etablir I'égalité / e tg(t)dt = > a,
0 n=0

3. Désormais, on suppose seulement que la série > a, converge. Montrer que les résultats
précédents demeurent. On pourra poser

n +0o0 n
AL=0 VYneN A,=3a VeeC F(z)= ZAn,l%
k=0 n=0 .

Corrigé : 1. La famille (a,), est sommable ce qui équivaut a la convergence absolue de la série
a 1

> a, et par conséquent a, = o(1) d’ou —T =0 <—'> Il en résulte que le rayon de convergence
n! n!

de la série entiére définissant la fonction ¢ est +oo et par propriétés sur les séries entiéres, on

conclut

’La fonction g est définie et continue sur C.

2. La série Y a,, converge absolument donc converge. Par intégration par parties, on obtient
+00
Vn € N / t"et dt = n!
0

+00

. X XN T —tman
Par suite > an =) — e ithdt = ) e tmdt
n=0 n=0"0Jo n=0J0

a
Notant pour n entier f, : ¢+ e_t—ﬁt" définie sur [0;+00 [, on a l'intégrabilité de f,, la conver-

gence simple de Y f, et

+0o +00
Z/ |fu] () dt = Z%/ t"e~tdt = |a,| converge
0 " Jo

Par intégration terme a terme, il vient

+00 o0

+00 a oo
Sa, = Ste Tt dt :/ e tg(t) dt
n=0 n=0 0

0 n!

3. Le résultat de la premiére question a lieu puisqu’on a toujours a, = o(1l). La série > a,
converge d’ott A,, = O(1) et il s’ensuit que la fonction F est bien définie sur C et par dérivation
de série entiére

+o0 tn
VieR  F(t)= Y A,
n=1 n!
+00 Ak +00 Tk +00 tn
Ona VteR  gt)=S [An—Api]—=SA—— S A, 1— =F()—F(t)
n=0 n!l .= n! = n!



Puis pour x > 0
/Ozetg(t) dt = /093 [F'(t) = F(t)Je tdt = [F(t)e ]y = F(z)e ™™

+o0o
On note S = > a,. Soit € > 0. On dispose d’un seuil N entier tel que pour n > N, on a
n=0

|A,_1 — S| < e. Pour z > 0, il vient

too 7 N-—-1 x" +0o0o "
F(z)e ™ —S = <F(x) - S—) e => [Apo1—S]—e ™+ > [An1—S]—e®
n=o0 ! n=0 n! o & n!
N—1 g
On a 712::0 [An,1 — S] me m 0
Puis, par inégalité triangulaire
+00 ok . +00 oM .
ngN [A,_1 —S] He < nZ:Nsme <e

Ainsi, on dispose d’un seuil M > 0 tel que, pour z > M, on a |F(z)e ™ — S| < 2¢, autrement dit

x—+00
00 +00
On conclut / e tg(t)dt = > a,
0 n=0
Exercice 5 (Mines 2023)
+00 $2
Pour z € R, on pose F(z) = / exp [— <t2 - t—2>} dt
0

1. Montrer que F est définie et continue sur R.
2. Montrer que F est € sur ] 0;+o00].
3. Former une équation différentielle vérifice par F sur ] 0;+o0 |.

4. En déduire une expression simple de F sur R.
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Corrigé : 1. On pose V(z,t) € X x I f(z,t) = exp {_ (t2 + %)}

avec X =R et I =]0;+00]. Vérifions les hypothéses du théoréme continuité sous 'intégrale.

e Pour x réel, on a t — f(z,t) € €, (I, R) par théorémes généraux.
e Pourt€l,onaxw— f(x,t) € €X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
V(z,t) € X x 1 |f(z,0)] < @(t) avec o(t)=e""

2

1
On a ¢ € 6, (I,R,), intégrable sur I puisque p(t) = o (—) Ainsi

t—+00 t2

’La fonction F est définie, continue sur R. ‘

2. On note X’ =]0;+o00 [. Vérifions les hypotheses du théoréme de régularité €' sous l'intégrale.



e Pour z € X', on a t — f(z,t) € €,m(I,R) et intégrable d’aprés la domination de la question
précédente.
ePourt€l,onaz— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

af 2x , @’
V(x,t) eX'x1I %(x,t):—t—QeXp |:— (t +t_2>:|
: of - o
e Pourz e X',onat— 8—(9&, t) € €pm(L,R) par théorémes généraux.
T
e Domination : On procéde localement. Soit [a;b] C X'. On a
a2
0 12
V(z,t) € X' x 1 ’a—f(x,t)’ < p(t) aveec p(t) = Qbet; e "’
x
1
On a ¢ € G,m(I,R,) avec ¢(t) =0 (t_2> et (1) v 0 par croissances comparées puisque
a2
. e 2 . 9 a2y
lim = lim we ™" =0
t—0+ 12~ u—+too

u=1/t

La fonction ¢ est donc intégrable sur I et par conséquent, la fonction F est de classe €' sur tout
segment [a;b] C X' d’o

Fe?'(]0;+0[,R)

3. Par dérivation sous l'intégrale, il vient

400 +o00 2
Ve >0 F'(z) = g—i(x,t) dt:/ —i—fexp [— <t2+i—2>} dt
0

0

x
Avec le changement de variables u = e on obtient I'égalité (la convergence étant assurée)

/;OO — Qt—;cexp [— <t2 + f—j)] dt = —2/0+Ooexp [— <i—z —I—u2> du
Ainsi Vz>0 F(z)+2F(z) =0
4. On en déduit Ve>0  F(z)=Xe %
Par continuité en 0, il vient A = F(0) = ﬁ Enfin, la fonction F est bien définie sur R et est

2
paire d’ou

VieR  F(x)= \/T%e_m'

Exercice 6 (Centrale 2023)

Soit f € €' ([0;+00][,]0;+00]) croissante telle que
f@) a

f(ac) e avec a >0

1. Citer le théoréeme d’intégration des relations de comparaison puis trouver un équivalent
de In f(x) lorsque z — +o0.



+00
2. Déterminer le domaine de définition de u : x — > f(n)e ™™ puis déterminer les limites

n=0
de u aux bornes de son domaine de définition.
3. Montrer qu’il existe C réel tel que
o (3)
ulx) ~ —f|(—
( )m—>o+ xf z

Corrigé : 1. Cours et

Inf(z) ~ Inz®

T—+00

2. Critére de d’Alembert pour z < 0, x > 0 et minoration explicite pour x = 0. Domaine
]0;+00 [ puis double-limite pour x — +0o et minoration par somme partielle et passage a la
limite (existence par limite monotone) pour conclure

u(x) — 400 et u(z) —— 0
Tr—r

T—r+00

3. Comparaison série/intégrale (délicate) pour établir que

u(x) ~ +Oof(t)e*’fﬂﬂdt ~ f<l>M

z—0t Jo z—0t T x

ATrés difficile !

Exercice 7 (Centrale 2023)

1. Donner la définition de la multiplicité d’une racine d’un polyndéme puis sa caractérisation

a l'aide des dérivées successives du polynome.
/

2. Soit P € C[X] non constant. Exprimer ) a laide des racines de P.

3. Soir r > 0 et P € C[X]. On suppose que le polynéme P ne s’annule pas sur le cercle
% (0,r) du plan complexe. On pose

B 1 QWP/(reit)reit

2n)y  P(rei)

Montrer que la quantité N,.(P) est égal au nombre de racines de P comptées avec multi-

plicité dans la disque D(0, ).

N..(P) dt

Corrigé : 1. Voir cours.

2. Soit P € C[X] non constant. Pour P = A [[(X — ;)™ on trouve

i=1
P/ . ZS: m;
P - i:lX —
3. Soit a € Cet r > |al. On a
1 [* ret 1 [ dt 1 [P ra\n
NT(X—CL):— — t = — —_— = — (_> e~ int q¢
27'(- 0 rett —q 27T 0 ]_— % 27T 0 n=0 r
L [P ra\ . la\" . :
On a 22— <—) e ™| dt => | — | quiconverge en tant que série géométrique de raison

a -, . . .
’—‘ < 1. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, il vient
,
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+0o0 n 2 .
Nr(X—a)zi (g) / e ™dt =1
0

2o \r
5
n,0
Supposons r < |a|. I vient
1 27 Teit
N,(X—-a)=-— —dt
a ) 27ra/0 1— et
27 2
_ 1 reitio <Z>n€int dt = _i Jio (f)ﬂ-‘rlej(n—&-l)t dt
2ma J, =0 \a 2 )y n=o0 \a
L[5 /r\ntl r\"t!
La série 22—/ (—) el dt = 3 <ﬂ> converge en tant que sérié géométrique de
7 Jo a a
raison ﬂ < 1. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, il vient
a
1 +00 sp\n+l 27
N, (X —a)=—--=> (—) / !l 4t = 0
2mp=o \a 0
—_—
=0
1 sir>|al
Ainsi Poura € C,on a N (X —a) = :
0 sir<]|d

Soit P € C[X]. Si P est Constant on a clairement N,.(P) = 0 pour tout » > 0. Supposons P non

constant. On note P = A H (X — a)™ son écriture scindée dans C[X] garantie par le théoréme
k=
de d’Alembert-Gauss. Pour r€]0;+00[N{|aa],...,|as|}, il vient avec les résultats des questions
précédentes
1 27 g m . 27 re it s
N, (P) = — —* peitdt = ka dt = S myN, (X — o)

21 Jo p=irelt — ay, 2 relt — qy, P}

Ainsi

Pour P € C[X] et r > 0 tel que P n’a pas de racine de module égal a r, la quantité
N,.(P) représente le nombre de racines compté avec multiplicité dans D(0, ).




