ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°03

Exercice 1 (**%*)

+00
Soit f € €°(R,,R) et a réel. On suppose que / f(t)e= dt convergente. Montrer que pour
0

+00

tout x > a, 'intégrale f(t)e " dt converge.
0
Yy

Corrigé : Par continuité de f,ona F :y — / f(t)e= dt de classe ¢! sur R,. Pour z > a, on

+00
note 6 =z —a>0.OnaF(y) —— f(®e dt dou F(y) = O(1) et par conséquent
Yy—+00 0 Y—>+00
1
—y 5t _ —5ty .
Fly)e™ —72 0 ot F(tJe™ = 0(™) = o (p)

+00o
donc le crochet [F(t)e_‘”]goo est fini et / F(t)e ~° dt converge. Ainsi, d’aprés le théoréme
0

d’intégration par parties, on conclut

+00

Pour x > a, l'intégrale f(®)e " dt converge.
0

Exercice 2 (***%*)
Soit f € €°([0;+00[,R) intégrable.

1. On suppose f uniformément continue. Montrer f(x) —— 0.
T—>+00

z+1
2. On suppose = — / f'(t)? dt bornée. Montrer f(z) — 0.

T—r+00

Corrigé : 1. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que
Vizy) eRT  Jz—yl<n = |[f(@)-fy)l<e
Soit z > 0. On a Vte[z;x+n] 1f(t)— f(x)| <e

Alinsi, par inégalité triangulaire

-2 [l =1 /x“ﬂf(x)_f(t))dt‘g; [ - sl ar <

don 1@l < | -1 [T rwal+ | [T a) << / I dt'
o [Tawar= [T [wa—— [Trou- [T

Ainsi, il existe un seuil A > 0 tel que, pour x > A, on ait |f(z)| < 2¢, autrement dit

flx) —— 0

T—+00




2. Soit y > x. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/:f’(t) dt‘ < \//:f/(t)th\//: dt

r+1
/ 1(t)? dt‘ <M avec M>=0

[f(y) = f(2)| =

On a Vr e R

Puis, notant p = |y — ], on a

Y p—1 prtk+l y
/ flt)?dt =3 f(t)? dt + / F@?dt < (p+ )M < M(y —z + 1)
x T+p

k=0J z+k
Alnsi [f (W) = F@)l < VMy/(y — 2 + 1)y — @)
Notant w(e) = /(e + 1), on a w(e) = o(1) et I'uniforme continuité en découle. Par application
E—

du résultat précédent, on conclut

f®) ——0

Tr—+00

Exercice 3 (***)

On note = /2 In(sin(t)) dt et J= /2 In(cos(t)) dt
0

0
1. Justifier la convergence de I et J et établir ’égalité I = J.

2. En déduire la valeur de I et J.
Corrigé : 1. Notons f(t) = In(sin(t)) pour ¢t € } O;g] Ona f e %’ (] O;g} ,R). Avec le

développement usuel sin(t) = ¢ + o(t), il vient

Insin(t) = () + In(1 + o(1)) = o )

. . . . . s
Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur } 0; 5 } Avec le chan-

T
gement de variables ¢ = 5 les intégrales

/og In(sin(t)) dt et /og In (sin (g — u)) du

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Ainsi

2 2
Les intégrales / In(sin(t)) dt et / In(cos(t)) dt sont convergentes et égales.
0 0

2. Par linéarité de l'intégrale car convergence, on a

™

I+J= /0g [In(sin(t)) + In(cos(t))] dt = /2 In(sin(t) cos(t)) dt = /’2‘ In (Sin;%)) dt

0 0

Toujours par linéarité I+J+ /2 In(2) dt = /2 In(sin(2t)) dt
0 0

Avec le changement de variables u = 2t, les intégrales



us 1 T
/2 In(sin(2t)) dt et 5/ In(sin(u)) du
0 0
sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Ainsi
2@+J+gm®)_/1mmm»w
0

D’apres la relation de Chasles, il vient

™

2@+J+gm@»—1:/1mmw»a

Jus

T
Un dernier changement de variable t = u + 5 fournit ’égalité

[Tﬂ In(sin(t)) dt = /072r In (sin (g + u)) du =1

Ainsi 20+J+gm@»—I:JetI:J

m1n(2)
2

On conclut I=J=—-

Exercice 4 (***)

+001 : 2 +o0
On pose Ve >0 F(z) = / %(t) dt et G(z) = / %

1. Justifier que F et G sont bien définies.

2. Montrer F(z) ~ G(z). Les intégrandes sont-ils également équivalents en +oo ?
r—+00

1 in(¢? 1
Corrigé : 1. Notons f(t) = %H et g(t) = 2 pour t > 0.On a f et g continues sur
10 +00 [ avec

10, z,008) @ o0,5.0(3)

Par conséquent Les fonctions F et G sont bien définies sur ] 0; +o0 .
in(t? 1
2.0n a sin(?’) = 0O (—)
12 t—+00 12

Par linéarité car convergence, on obtient

+oodt +00 3 t2
Vo >0 N@:/T +/ sin(f) g

2 #2

1
Soit z > 0. Les fonctions t — — cos(t?) et t — — sont de classe € sur | 0;+00 [ avec

2t3
cos(t?) cos(z?) cos(t?)
— — - et —
213tz 213 2t3  ttoo
+oogin (2 23 cos(t?
D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / t(2 ) dt et / % dt
xX xX

sont de méme nature donc convergentes et on a

3



{2 2t3 2 t

[T g [Lemle)" s et

T

puis M = 0<l>

213 zotoo T

. cos(t?) <1>
¢ e O\ 22

d’otu, par intégration de relation de comparaison

+00 tQ 1
/ cos(t%) B = o <_>
z t4 T—+00 T

1 1 1
Ainsi F(z)=—+o (—) et G(zr)=—
x x x
Et par conséquent F(z) ~ G(x)
T—+00

1 + sin(t?) 1
£ 12
puisque ¢ — sin(¢?) ne tend pas vers zéro en +o0o. Ainsi, les intégrandes ne sont pas équivalents.

En revanche

Exercice 5 (***%*)
1 x

Soit f € €°(R,,R) telle que f? intégrable sur R,. On pose g(z) = —/ f(t) dt pour x > 0.
L Jo

1. Montrer que g se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que g2 est intégrable sur R, et que

+00

/ +0092(t) dt <4 f2(t) dt
0

0
T

Corrigé : 1. Notons F(z) = / f(t) dt pour x > 0. D’aprés le théoréme fondamental d’analyse,
0
onaF € ¢ (R,,R) avec F/ = f. Par suite

_ F(QJ) — F(O) / _
Ves 0 gla) = 2~ F(0) = f(0)
Ainsi ’La fonction g se prolonge par continuité en 0.‘

2. On procéde par intégration par parties. On a

/gQ(:C) dr = [—F(;)Q} +/ [Zfix)/oxf(t) dt| dz
en particulier %3:)2 =1x X <¥)2 m 0

d’ou VYa >0 /Oag2(x) dr = _%a)? + 2/Oag(:v)f(:v) dz < Q/Oag(:v)f(:v) dz

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient



vazo / (@) dx)2 <4 / o) () dx)2 <4 / () da / P de

En supposant f non identiquement nulle et par conséquent g non plus, on obtient

Va >0 / g3 (t) dt < 4/ f(x) dx
0 0

On conclut
+oo +00
La fonction g? est intégrable sur R, et on a / g3(t) dt < 4 f2(t) dt.
0 0

Exercice 6 (***)

msin ((n + 1)t) (m+2)7 sin(¢)
On pose Vn € N I, = / —tQ dt, J, = / dt

0 sin (5) 0 t
+00 3 t
1. Montrer la convergence de / SH;( ) dt
0

2. Justifier que I,, et J,, sont bien définies pour tout n entier.
3. Pour n entier, calculer I,,,; — [, puis en déduire la valeur de I,, pour tout n entier.
4. Soit f € €'([0;7],R). Montrer que

lim f(t)sin ((n+3)t) dt =0

n—+o0o 0

1

sin (%)

5. On pose f(t) = — % pour t €]0;7] et f(0) = 0. Montrer que f € €*([0;7],R).

dt.

+00 o3
6. En déduire la valeur de / sn;(t)
0

Corrigé : 1. On choisit une primitive de sin qui s’annule en 0, a savoir ¢ — 1 — cos(t). Les
1
fonctions ¢t — 1 — cos(t) et t — i sont de classe ¢! sur |0;+00[. On a

1 — cos(t) t 0 et 1—cos(t):O<1>

~ — e J—
t t—0 2 t—0 t t

— 0
t—+00

=

Ainsi, le crochet admet des limites finies en 0 et +o0o. D’apreés le théoréme d’inté-

gin(t oo 1 — cos(t
gration par parties, les intégrales / # dt et / — t—2(> dt sont de méme nature.
0 0

L’intégrande de cette derniére intégrale est continu sur | 0;+00[ et on a

1 —cos(t) 1 ot 1—cos(t):O<1>

#2 150 2 #2 2

1 — cos(t)

" dt et par conséquent

+00
ce qui prouve la convergence de / —
0

gin(t
L’intégrale / % dt converge.
0




2. Les fonctions | t —

sin ((n + %)t)) ot <t N sin(t)
t

> sont continues respectivement sur | 0; 7 |

sin (%)
et } 0; (n + %) W}. Au voisinage de zéro, avec I'équivalent usuel sin(u) ~, U on trouve
u—
sin ((n + )t n+ )t in(t t
( t2>)~( t2) »2(n+1) et sin() 4
Sin (5) t—0 5 t—0 t t—0 t t—0

Ainsi, les deux intégrandes sont prolongeables par continuité en zéro donc les intégrables défi-
nissant I, et J, sont faussement impropres d’oi

’ Les intégrales définissant I,, et J,, sont bien définies pour tout n entier. ‘

3. Par trigonométrie, on a

Yp.o) R sinfp) - sin(g) = 2sin (25 ) cos (219)

Par linéarité car convergence, on trouve pour n entier

Ly — I, = /0 ﬁ [sin ((n + 3)¢) — sin ((n + 1)¢)] dt

Avec le résultat de la question précédente, on obtient
T 1 ™ 3 1 t ™
| / —v 2 sm( ) cos((n+ 1)t) dt = 2/ cos((n+1)t) dt = 2 {Sln((n +1) )}
o sin (5) 0 — 1

n+1 0

Autrement dit "v’n eN L —1,= O‘

Ainsi, la suite (I,,), est constante et on a

On conclut "v’n eN I, = 7r‘

4. En intégrant par parties, on trouve

/Oﬂf(t) sin ((n + 3)t) dt = [f(t)_

0 1 ™
:5ig+n+5éf“”%«n+9ﬂdt

D’apres I'inégalité triangulaire on a

/f’ cos ((n + L)1) '

Ainsi, faisant tendre n — +00, on obtient

0<

n+

lim Wf(t) sin ((n+ 3)t) dt =0

n—+0oo 0

t—2sin (%)

tsin (L)
La fonction f € €*(]0;7],R) comme quotient de fonctions ¢! dont le dénominateur ne s’annule
pas. Avec un développement de sin a I'ordre 2, on trouve

5. On a Vte]0;m] f(t) =



_t—t+o(t?)  o(t?)
N tsin% t—0 % t—0

vte]osm]  f(t) 0= £(0)

Ainsi, ona f € €'(]0;7],R)N€°([0;7],R). Par dérivation, on trouve

4 —4cos (%)2 — t? cos (%)

2t2 sin (%)2

vte]0;m]  f(t)

O 2t%sin (£)” e x L
na S5 t—0 4 t—0 2

Avec un développement de cos aux ordres 4 et 2 respectivement, on trouve

t? t* t? 1
4 — 4 cos (%)2 —t?cos (L) =4—4 (1 -1 ++@> — 2 <1 — Z) +o(tt) = ﬂt4 + o(t*)

t4
51 1
Par suite fl(t) ~ 2

~ 1 _
t—>0% t—0 12

D’aprés le théoréme de limite de la dérivée, on a f dérivable en 0 et f’ continue en 0 d’ou

La fonction f est €' sur [0;7].

6. On applique le résultat de la question 5 avec la fonction f introduite a la question 6 et on
trouve par linéarité de l'intégrale car convergence

im [ f(t)sin ((n+ 1)) de = lim (In _2/”w dt) 0

n—+o0o 0 n—+0oo t
Or on sait que I, = 7 pour tout n entier et en posant u = (n + %)t, il vient

/”sin ((nt+ ) g1

0

+00 3 t
On conclut / sin(t) dt = lim J, = g

0 t n—+00

Exercice 7 (***)

Soit f € €1 ([0;+00[,]0;+00]) telle que

/
f(x)—>a avec a <0

f ({L’) T—+00

Montrer que f et f’ sont intégrables sur [0;+o00 |.

rw
f(z) z—+oo

Quitte a multiplier par —1, on peut se ramener au cas d’une constante positive. L’intégrale

Corrigé : On a

+0o0
/ a dt diverge clairement et par intégration des relations de comparaison, il vient
0

[ e [




c’est-a-dire In (ﬁ) = azx + o(x)

f(0)
d’otl In(z%f(z)) = 2In(z) + ax + o(z) — In(f(0)) = ax + o(z) — -
autrement dit f(x) =0 (%)

et f@) ~ afr) = o)

T—+00 T—+00 2

On conclut Les fonctions f et f’ sont intégrables sur [0;+o0 .




