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1 Objectifs

Le but de ce chapitre est de revoir briévement le programme de premiére année concernant ’étude
des systémes asservis.

2 Automatique

I’automatique est une science qui traite de la modélisation, de I'analyse, de I'identification et de
la commande des systémes dynamiques.

% Définition Systéme automatisé

Un systéme technique automatique ou automatisé est un systéme assurant des opérations avec peu
ou sans intervention humaine dans sa phase de vie d’utilisation (cas d’utilisation hors programmation
et/ou réglage du systéme).

Les entrées, appelées causes, sont des grandeurs issues du mi-

. L. . . . ) Causes . Effets
lieu extérieur. Les sorties, appelées effets, fournissent la réponse du ——— Systéme ———
systéme & la ou les causes.

Les objectifs de ces systémes automatisés sont de réaliser des taches trop complexes ou dangereuses
pour ’'Homme, voire irréalisables (inspection des canalisations de centrale nucléaire - robot TRIBAR),
de réaliser des taches pénibles et /ou répétitives (assemblage de piéces dans l'industrie, conditionnement
de produits - robot FLEXPICKER), d’accroitre la précision des taches (robot chirurgical) ...

3 Asservissement

Si nous prenons un moteur & courant continu et que nous l’alimentons avec une tension continue
U a ses bornes, il tournera & une vitesse w. Cependant si nous ajoutons un cylindre de masse m et
d’inertie J & D'arbre de sortie moteur : 'inertie équivalente ramenée sur I’arbre moteur est modifiée et
le temps pour atteindre la vitesse finale w sera plus élevé et le couple de frottement sec Cg (couple
résistant) va augmenter et la vitesse finale w’ sera plus faible w’ < w.

Une perturbation extérieure ou une modification physique du systéme ne permet pas de garantir
une sortie (vitesse de rotation du moteur) constante pour une entrée (tension d’alimentation) constante.
Une autre maniére de le voir est :

On voudrait w = f(U) or,ona w=f(UJ Cts,...)

En automatique, un asservissement est un systéme dont I'objet principal est d’atteindre le plus
rapidement possible sa valeur de consigne et de la maintenir, quelles que soient les perturbations
externes. Le principe général est de comparer la consigne et 1’état du systéme de maniére & le corriger
efficacement. On parle également de systéme commandé en boucle fermée (ou FTBF).

Le principe de base d’un asservissement est de mesurer, en permanence, I’écart entre la valeur réelle
de la grandeur & asservir et la valeur de consigne que ’on désire atteindre, et de calculer la commande
appropriée a appliquer & un (ou des) actionneur(s) de facon a réduire cet écart le plus rapidement
possible.
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Yd Comparateur Correcteur Commande Systéeme | Grandeur générée
Consigne Ecart u = C(e) u y = f(u) Y
Yy
Mesure

FIGURE 1 — Systéme asservi (en boucle fermée).

3.1 Systéme commandé

% Définition Systéeme commandé

Un systéme commandé est un systéme auquel un utilisateur délivre une grandeur d’entrée (com-
mande) en vue de générer une grandeur de sortie (c.f. FIGURE 2).

Commande Systéeme | Grandeur générée

u y = f(u) y

FIGURE 2 — Systéme commandé (en boucle ouverte).

3.2 Modélisation des perturbations

Le systéme peut étre soumis & des perturbations, la sortie est donc modifiée et ne correspond plus
a la grandeur attendue pour une entrée donnée.

% Définition Perturbation

On appelle perturbation, toute cause susceptible de modifier la sortie, indépendamment de la com-
mande (c.f. FIGURE 3).

Commande
U

Systéeme | Grandeur générée
Perturbation | y = f(u) Y
p

FIGURE 3 — Le systéme commandé comme systéme multi-variables.

3.3 Fonction de transfert en poursuite et en régulation

Pour prendre en compte une perturbation, on cherche & décrire un systéme sous la forme d’un

schéma-bloc, de la forme Fj(p) et Fy(p) étant des fonctions de transfert caractérisant le systéme (c.f.
FIGURE 4).

Que 'on peut écrire 4 I'aide de deux fonction de transfert, selon ’expression suivante :

Grandeur générée = Commande x FTjqursuite(p) + Perturbation X FTeguation (P)
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l Perturbation

Grandeur générée
Fi(p) & Fa(p) -

F1GURE 4 — Principe de modélisation d’une perturbation.

Commande

e poursuite : on poursuit une consigne (donc en se plagant a perturbation nulle) ;
e régulation : on régle une perturbation (donc en se plagant a consigne nulle).

3.4 Du systéme commandé au systéme asservi

On souhaite rendre un systéme insensible aux perturbations. Pour cela, I'idée directrice est de
rendre la commande du systéme indépendante de I'utilisateur, qu’elle puisse s’adapter aux variations
de sortie dues aux perturbations. On arrive ainsi & la notion de systéme asservi.

% Définition Systéme asservi

On appelle systéme asservi, un systéme dont la commande est générée de maniére autonome, indé-

pendamment de 1’utilisateur, & partir d’une référence et d’images de la sortie effective ou de grandeurs
internes.

On appelle consigne, le signal envoyé au systéme asservi. Elle est homogéne & la grandeur de
sortie et définit la sortie souhaitée.

Le régulateur élabore 'ordre de commande & partir de la consigne et de la mesure. 1l se compose :

e d'un comparateur, chargé d’élaborer la fonction écart : €(t) = Yadapt.(t) — Yeapt.(t).
Yadapt. () €t Yeapt.(t) sont des grandeurs homogenes ;

e d’un correcteur qui a pour fonction de corriger le signal écart en effectuant un certain nombre
d’opérations (amplification, intégration, etc.) en ayant pour objectif de faire en sorte que la
sortie soit fidele & I'entrée, quelles que soient les actions perturbatrices.

On appelle capteur, 'élément qui délivre un signal de retour image de la grandeur de sortie
observée.

Voici un schéma de principe (¢.f. FIGURE 5) et un schéma type (c.f. FIGURE 6) d’un systéme
asservi.

. t Yad | t et u(t t
deo ﬂ, Adaptateur |— o )‘@ v ~ Correcteur ( )* Systéeme du
Yeapt. (¢
L capt. (1) Capteur

FIGURE 5 — Schéma de principe d’un systéme asservi, sans perturbations.

3.5 Commande directe/asservi

Un systéme bien congu peut étre tout a fait satisfaisant du point de vue de son comportement s’il
n’est pas perturbé. C’est 'utilisateur qui commande directement le systéme en fonction de son ressenti
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Yions. (9) Yatopt.0) (1) Up) %P (») Y (p)

Kadapt. éf C(p) - F (p)
Y;:apt. (p) Kcapt

FIGURE 6 — Schéma type d’un systéme asservi, avec une perturbation.

(le systéme n’est donc pas automatisé). On dit alors que la commande est en boucle ouverte ou en
commande directe.

Cependant lorsque le systéme est perturbé par un événement extérieur (appelé perturbation), la
valeur de la sortie ne correspond pas & la valeur attendue et peut étre trés éloignée de cette valeur.

Ouverture d’une fenétre

Action sur l Température réelle
le robinet . Pié de la piéce
— | Radiateur - 1ece
a chauffer

Pour automatiser le systéme sans intervention humaine (sans action permanente sur le robinet
dans I’exemple), on introduit une boucle de retour (ou rétroaction). Le systéme est alors dit en boucle
fermée.

La boucle de retour, constituée de capteur, permet d’évaluer la situation a chaque instant et fournit
un état de la sortie (grandeur qui nous intéresse) a la partie commande. Cette information est analysée
par la partie commande et comparée i la consigne. Cette derniére élabore alors un signal qui permet
de commander la partie opérative.

Lorsque la boucle de retour est constituée d’un capteur, que 'information délivrée par ce capteur
est utilisée et que la nature de la grandeur de sortie est identique a celle de consigne, on parle d’asser-
vissement. 11 existe des systémes qui sont physiquement et naturellement bouclés (moteur, vérin ...),
c’est-a-dire que la boucle de retour ne correspond pas a un capteur ajouté par I’Homme. Dans ces
conditions, on parle juste de boucle fermée mais pas d’asservissement.

Ouverture d’une fenétre

Action sur
le robinet l
Température Comparaison Réeulat ] Piece Température
desirée des températures ceniatent Radiateur 3 chauffer réelle
A
Thermocouple |«

Dans cet exemple, la température désirée, appelée consigne (température souhaitée et fixée par
un thermostat), est comparée a la température réelle de la piéce mesurée par le thermocouple. Le
régulateur déclenche alors une action correctrice, dont le sens de variation et 'amplitude de ’action
sur le robinet dépendent de I’écart entre la température désirée et la température réelle de la piéce.

Le schéma FIGURE 7 synthétise la structure d’un systéme asservi.
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chaine directe ou d’action

Tache a réaliser [ ) écart : Tache réalisée
-~ Réflexion Action >

L

chaine 'de retour ou d’information
Calculateur

Y

A

Observation

Tache a réaliser Ecart - écart,
+ Traitement——

Y

FIGURE 7 — Représentation schématique d’un systéme asservi
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MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
AUTOMATIQUE ET ASSERVISSEMENT
Automatique
Un systéme automatisé est un systéme assurant des opération sans intervention humaine.
e Un systéme posséde
¢ en entrée, une grandeur issue du milieu extérieur : c’est la cause ;
© en sortie, la réponse du systéme : c’est 1’effet.

Asservissement

e Un systéme commandé est modifié par :

¢ une énergie de commande ;
¢ une énergie de perturbation.

e Lorsque l'on s’intéresse & la commande uniquement, on étudie la fonction de transfert dite
de poursuite. Lorsque 'on s’intéresse & la perturbation uniquement, on étudie la fonction de
transfert dite de régulation ;

e Un systéme asservi est composé de :

¢ d’un signal de consigne ;
o d'un régulateur (comparateur et correcteur);
o d’un capteur qui renvoie un signal de mesure, image de la grandeur générée.
e La chaine directe est la partie puissance, la chaine de retour est la partie information.

4 Modéle et modélisation

4.1 Modéle
“ Dés que 'on dépasse la description pour aborder 'analyse des processus, celle-ci implique une
référence & un modele, dont la définition doit étre d’autant plus précise que les raisonnements qu’on

lui applique sont plus élaborés... Le modéle est une représentation schématique d’un objet ou d’un
processus qui permet de substituer un systéme plus simple au systéme naturel."

—J. GoGUEL, Encyclopédia Universalis

4.2 Modélisation

“ La modélisation consiste & construire et & utiliser un modéle qui est une représentation simplifiée
de la réalité pour montrer les aspects importants du systéme étudié."

— Office québécois de la langue francaise, 2005

4.3 Objectifs de la modélisation

L’objectif principal de la modélisation est de permettre de prévoir le comportement d’un systéme.

Pour cela, il est nécessaire de :

www.upsti.fr
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proposer une modélisation des variables d’entrée (consignes, perturbations . ..);

modéliser le systéme global ;

simuler le comportement du systéme (& la main ou par ordinateur) ;

analyser les résultats de la simulation du comportement du systéme (c’est a dire analyser 1’évo-
lution de la sortie du systéme).

Pour analyser correctement la réponse (I’évolution de la sortie) du systéme simulé, il faut :
e comparer les résultats obtenus par simulation & des résultats expérimentaux;
e valider les performances obtenues par rapport au Cahier des Charges (on rappelle que le cahier
des charges contient les critéres de performances du systéme).

4.3.1 Signaux d’entrée élémentaires

Pour étudier le comportement dynamique d’un systéme, il n’est pas toujours simple de traduire
sous forme d’équations les lois de la physique qui régissent son comportement. Il est souvent plus
efficace de le soumettre a des signaux tests et d’observer sa sortie. De plus, la définition des critéres de
performances se fait majoritairement & partir de ces signaux.

On se propose ici de présenter les signaux les plus couramment utilisés.

% Définition Impulsion de Dirac
+00

sit#0, 5(t)—Oet/ d(t)dt = 1.

—00

La réponse temporelle d’un systéme ou d’un modéle & un Dirac est appelée réponse impulsionnelle.

L’impulsion de Dirac est une entrée qui modélise une excitation du systéme sur un temps extré-
mement court, au regard du temps d’observation, mais suffisamment significatif pour que les effets
puissent étre observables.

Exemple : coup de marteau sur une plaque métallique, frappe piquée sur une corde de piano...

Mathématiquement, I'impulsion de Dirac n’est pas une fonction mais une distribution, définie
comme nulle pour tout temps différent de zéro et telle que l'intégrale sur R vaut 1. Son utilisation
mathématique ne reléve pas du programme de classes préparatoires et sera vu en détail en école d’in-
génieurs ou en cursus L3. L'impulsion de Dirac peut néanmoins étre considérée comme la limite d’un

créneau d(t) de largeur ¢ et de hauteur — quand ¢ tend vers zéro.
€

% Définition Fonction échelon unité
u(t) :sit <0,u(t)=0etsit>0,ut)=1.

La réponse temporelle d’un systéme ou d’un modéle & un échelon est appelée réponse indicielle.

Cette fonction respecte le principe de causalité, c’est-a-dire qu’elle est nulle pour les temps néga-

www.upsti.fr
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1
/8 e—0

temps |[s] temps [s]

0 ¢

FIGURE 8 — Représentation temporelle de I'impulsion de Dirac.

tifs. En effet, ’ensemble des parameétres est supposé étre au repos dans les temps négatifs.

Cette fonction modélise un signal qui passe de la valeur nulle & la valeur 1 trés rapidement et qui
reste ensuite constant égal a 1.

Ezxemple : fermeture d’un interrupteur électrique . ..

% Définition Fonction rampe unitaire
r(t) :sit <0,r(t) =0etsit>0,r(t) =t Lafonction rampe peut s’exprimer a I’aide de la fonction

échelon unitaire :
r(t) =t-u(t).

Exemple : cette fonction modélise par exemple un déplacement imposé & vitesse constante.

% Définition Fonction sinus causale
s(t) :sit<0,s(t) =0etsit>0,s(t) =sin(wt).

Cette fonction peut étre s’écrire en utilisant la fonction échelon unitaire :

s(t) = sin(wt) - u(t).
w= 2% = 27 f est appelée pulsation du sinus, T période et f la fréquence.

Cette fonction caractérise une consigne oscillant & une fréquence précise. Elle présente surtout un
intérét théorique, qui sera développé dans la séquence sur l'analyse fréquentielle des SLCI.

4.3.2 Signaux composés de signaux élémentaires

Tout signal affine par morceaux peut s’écrire comme la somme de signaux élémentaires en utilisant
des fonctions échelon et rampe, éventuellement retardées. Ces signaux composés sont souvent utilisés

pour la commande des systémes.
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27

) (o) s(t), .

1 N

i i temps [s]
1h---, ‘ -
temps [s] 3 temps [s]
i .
(a) Echelon unitaire. (b) Rampe unitaire. (c) Sinus causal.

F1GURE 10 — Signaux d’entrée élémentaires.

FIGURE 11 — Signal composé de deux rampes de coefficients opposés.

Ce signal peut étre décomposé comme une somme de deux signaux élémentaires :

V(t):?xtxu(t)—?x(t—T)xu(t—T)

ot u(t — T') est la fonction échelon retardée d’un temps T (la fonction passe a 1 at =1T).

5 SLCI : systéme linéaire, continu et invariant

() Définition SLCI

Un systéme linéaire est un systéme qui conserve, & sa sortie, toute combinaison linéaire des signaux
d’entrée (principe de proportionnalité et de superposition). On a une relation linéaire entre I’entrée
et la sortie : s(t) = a X e(t), avec a € R en régime établi (permanent).

Un systéme continu (ou systéme analogique) est un systéme dont les variations des grandeurs phy-

siques qui le caractérisent sont des fonctions & temps continu et ces grandeurs sont définies a tout
instant.

Un systéme invariant est un systéme dont les caractéristiques (masse, dimensions, résistance, ...) ne
varient pas au cours du temps.

www.upsti.fr
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5.1 Deéfauts et hypothéses de modélisation
5.1.1 Linéarité

La plupart des systémes physiques ne sont pas linéaires sur toute la totalité de leur domaine
d’application. Cependant, dans de nombreux cas, ils ne sont utilisés que sur une plage réduite de leur
domaine. Sous ces conditions, il est possible en général d’approcher le comportement par un modéle
linéaire. Le systéme est dit alors linéarisé (c.f. FIGURE 13).

s(t) s(t) s(t)

t—-+o0 t——+o00 t—+00

Zone d’approxi-
mation linéaire

e(t) e(t)

t—4o00 t——+00

(a) Comportement linéaire. (b) Effet de courbure. (c) Linéarisation de la réponse.

FiGURE 13 — Hypothése de linéarité.

La notion de linéarité repose sur deux principes : le principe de proportionnalité et le principe de
superposition.

Ne(t) — Systeme [+ As(t) e(t) = 5, ex(t) — Systeme [+ s(t) = T, si(t)

(a) Principe de proportionnalité. (b) Principe de superposition.

FIGURE 15 — Les deux principes de la notion de linéarité.

On recense quatre non-linéarités :

e la courbure qui traduit que des relations peuvent étre assimilées a des relations affines, mais en
réalité sont courbées (comme pour certaines lois entrée/sortie) ;

I'effet de seuil, qui traduit souvent la présence de frottements ;

leffet de saturation qui traduit une puissance fournie finie (hacheur, puissance électrique) ou une
protection /sécurité (limitation en courant pour ne pas endommager un mcc) ;

I’hystérésis qui traduit la présence de jeu.

www.upsti.fr
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s(t)

s(t) s(t) t—+00
t—-+o0 t—-+o0

e(t) e(t)

t—+00 t——+00

. e(t)
t——+o0
(a) Seuil. (b) Saturation. (c) Hystérésis.

FIGURE 17 — Effets non-linéaires.

5.1.2 Continuité

La plupart des systémes physiques, sont continus (du point de vue macroscopique). Un systéme
informatique a besoin quant & lui, d’'un temps non nul pour réaliser un traitement de 'information, il
ne peut traiter que des échantillons des signaux continus. On parle alors de systéme échantillonné ou

discret (c.f. FIGURE 18).

e(t)] e™] o

-t - -t
(a) Systéme continu. (b) Systéme discret.

FIGURE 18 — Hypothése de continuité.

5.1.3 Invariance

Dans la réalité, les systémes peuvent ne pas étre invariants. L’usure de certaines piéces ou la
complexité des dispositifs peuvent se traduire par des évolutions des lois de comportement au cours du

temps (c.f. FIGURE 19).

e(t) e(t)
s(t) s(t)
t[s] 1 t [s]
to to 11
(a) Entrée échelon au temps tg. (b) Entrée échelon au temps t;.

FIGURE 19 — Hypothése d’invariance.
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6 Modélisation des SLCI

Pour les systémes automatisés réels, on se raméne au cas des SLCI en faisant des hypothéses
simplificatrices. La comparaison du modéle avec la réalité permettra de valider ou non les hypothéses
proposées et d’affiner celui-ci si nécessaire.

Pour modéliser un SLCI, il est nécessaire de déterminer une équation reliant l'entrée e(t) (ou les
entrées) et la sortie s(t). Dans tout ce paragraphe, 'entrée e et la sortie s sont quelconques, ce peut
étre des tensions, des vitesses, des positions, des forces . ... Elles ne sont pas non plus nécessairement
de méme dimension.

6.1 Modéle de connaissance et de comportement

Pour obtenir cette équation deux types de modélisation sont envisageables :

e Un modéle de connaissance établi & partir de lois physiques permet d’aboutir généralement a
une telle équation. L’équation obtenue peut étre plus ou moins complexe en fonction du systéme.
Cette modélisation est analytique et posséde un sens physique fort ;

e A Tinverse, a partir d’un résultat expérimental sur une partie du systéme, il est possible de
proposer un modéle simple dit modéle de comportement d’un constituant qui sera ensuite utilisé
dans le modéle global du systéme. C’est un modéle dans lequel le sous-systéme est remplacé
par une boite noire. Le comportement réel de ce sous-systéme est identifié au mieux a partir de
résultats expérimentaux.

L’objectif des parties qui suivent est d’étudier plusieurs modéles trés fréquemment rencontrés et
d’en découvrir les caractéristiques. Ces modéles simples pourront ainsi étre employés comme modéles
de connaissance.

6.2 Systémes modélisables par un gain pur

La grande majorité des systémes peuvent étre modélisés par une constante, c’est & dire une relation
de proportionnalité directe entre l'entrée et la sortie : s(t) = K x e(t). La constante de proportionnalité
est alors appelée le gain du systéme.

Dans ce type de systéme, 'entrée et la sortie peuvent étre inversées, il n’y a pas de notion de
causalité.

On peut ainsi modéliser par une constante la majorité des composants :
e ceux qui transmettent I’énergie sans changer sa nature : les transmetteurs (réducteur a roue et
vis sans fin, a engrenages, systéme vis-écrou ...);
e les composants qui distribuent I’énergie : pré-actionneurs (variateur) ;
e les capteurs (potentiometre, génératrice tachymétrique . ..).

www.upsti.fr
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g2
vitesse K ié - '

allongement angle

force d’entrée de sortie tension
O [ Remort |1 0 Reductent | e otentiomotre -

vitesse

Ezxemple : Gain d’un systéme Ressort

La relation reliant la force exercée sur le ressort F'(t) (sortie) a l'allongement Az(t) (entrée) est
donnée par la relation : F(t) = k- Axz(t) ou k est la raideur du ressort.

Ainsi le gain K du systéme est alors égal a k.
6.3 Systémes modélisés par un intégrateur

Une relation fondamentale lors de la modélisation des systémes mécaniques est la relation permet-
tant de passer de la vitesse v(t) a la position z(t) (ou de l'accélération a(t) a la vitesse v(t)) :

Ainsi la position x(t) est donnée par la relation : z(t) = [v(r)dr
0
La FiGURE 20 donne la réponse temporelle & une entrée en échelon et en rampe. En supposant
que les conditions initiales soient nulles, quand la vitesse est constante, la position est une droite et
quand la vitesse est une droite, la position est une parabole. On notera que pour les temps négatifs, la
position est nulle (causale).

2
z(t) = vo x t X u(t) x(t) = vo X ul?)
v(t) = vo X u(t) v(t) = v X t x u(t)
temps [s] temps |[s]
(a) Vitesse en échelon. (b) Vitesse en rampe.

FiGUurE 20 — Réponse temporelle de la position pour une entrée en vitesse donnée

6.4 Systémes électriques et électromécaniques

www.upsti.fr
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ic(t)
ir(t) i (f) ue(t) | == C
wo || |z ur(t) | L
wolt) = é «
ur(t) = R x in(t) ur(t) = L x diflt(t) / ic(t)dt Z:E t)::K[E(; :] Z;(Lt(i)

FIGURE 21 —i(t) : intensité [A] ; u(t) : tension [V]; e(t) : f.c.e.m. [V]; R : résistance [Q]; L : inductance
[H]; C : capacité [F|; Kg : constante de f.c.e.m. [V.rad™'.s]; K¢ : constante de couple [N.m.A™!]

6.5 Equation générale des systémes linéaires

% Définition Ordre d’un systéme

La plupart du temps, les systémes linéaires sont régis par des équations différentielles a coefficients
constants.

Soit e(t) le signal d’entrée et s(t) le signal de sortie. L’équation générale d’un systéme linéaire
s’écrit de la maniére suivante :

d"s(t) d"ts(t) ds(t) o dMe(t) d™ te(t) de(t)
pr +ap—1 de—1 +...4+aq 0t +a08(t) =b,, dem bm—1 drn—1 +..+b gt

n

+ boe(t)

Le plus grand des deux indices n et m est appelé ordre du systéme. Pour avoir un systéme causal, il
faut que le degré du signal de dérivation de la sortie soit supérieur a celui du signal d’entrée (sinon
cela revient physiquement a remonter le temps).

Les équations différentielles définissant le comportement d’un systéme peuvent étre complexe 3

résoudre. On utilise alors l'outil transformation de Laplace pour résoudre facilement ces équations
différentielles et ainsi obtenir la fonction f reliant s(t) a e(t) :

www.upsti.fr
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MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
MODELISATION DES SYSTEMES CONTINUS
Modéle et modélisation

e Un modéle est une simplification de la réalité, basé sur des hypothéses;

e Une modélisation est I'utilisation d’un modéle pour une étude spécifique;

e Pour le méme systéme, plusieurs modéles sont possibles, ils dépendent de I’étude que 'on
souhaite effectuer (modeéle mécanique, modeéle électrique, modeéle hydraulique, modeéle multi-
physique, ...). A chaque modéle, plusieurs modélisation sont réalisables (différentes conditions
initiales, différents parameétres du modéle, .. .).

Objectifs de la modélisation
La modélisation du comportement d’un systéme et sa validation se font par une étude :
e temporelle, avec comme signal d’entrée :
o un Dirac : 0(t) = d(t) x u(t);
o un échelon : a x u(t);
o une rampe : b X t X u(t).
e fréquentielle, avec comme signal d’entrée :
© un sinus causal : sin(w X t+¢) X u(t) (le causal vient de la fonction d’Heaviside u(t)).

SLCI : systéme linéaire, continu et invariant
e Un systeme linéaire posséde une relation linéaire entre ’entrée et la sortie. Les quatre non-
linéarités sont :
¢ phénomeéne de courbure;
o effet de seuil ;
o effet de saturation ;
¢ hystérésis.
e Un systéme continu voit ses grandeurs physiques évoluer de maniére continue;
e Un systéme invariant est indépendant du temps initial ¢y & partir duquel I’étude débute (mais
dépend des conditions initiales).

Modélisation des SLCI
e Pour obtenir la relation de comportement d’un systéme, on peut utiliser :
o un modele de connaissance (relation physique connue) ;
o un modeéle de comportement (exploitation de mesures expérimentales).
e [’outil transformation de Laplace, permet de résoudre facilement les équations différentielles
caractérisant 1’évolution du systéme étudié;

www.upsti.fr
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7 Propriétés et définition de la transformation de Laplace

% Définition Transformée de Laplace

Soit s(t) une fonction réelle d'une variable réelle, telle que s(t) = 0 pour ¢ < 0, on définit sa
transformée de Laplace L[s] comme la fonction S de la variable complexe p, telle que :

+oo
S(p) = L[s] = /0 s(t)ePdt

La fonction S(p) est une fonction complexe d’une variable complexe p (avec p = 7 + jw).

7.1 Linéarité

La linéarité de la transformation de Laplace résulte de la linéarité de I'intégration.

Llaf + Bg] = aL[f] + BL[g]

7.2 Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f(t) une fonction du temps. Soit F(p) sa transformée de Laplace. On peut montrer qu’on
obtient les relations suivantes :

7.3 Transformée de Laplace d’une primitive

Soit P(t) une primitive d'une fonction f(t) et F(p) la transformée de Laplace de cette fonction.
Ona:

P(t) = /f(t)dt £ f;(gm v P;O)

7.4 Propriétés de changement d’échelle

Flkt) 5

£ (5)

| =

7.5 Théoréme du retard

La transformée de Laplace de la fonction retardée d’un temps 7, f(t—7), se déduit de la transformeée
de Laplace de la fonction non retardée f(t), grace a la relation :

ft—7) 5 F(p)e™

www.upsti.fr
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7.6 Théoréme de la valeur initiale

La valeur de f au voisinage de 0, par valeur supérieure, en fonction de sa transformée de Laplace
est :

lim f = lim [pF(p)]

t—0 p—r+00

7.7 Théoréme de la valeur finale

La limite quand ¢ tend vers l'infini d’une fonction temporelle f(¢) en connaissant uniquement sa
transformée de Laplace est donnée par la relation :

lim f = lim[pF(p)]
t—o0 p—0

7.8 Propriétés diverses

tf(t) £ —‘ff;
fit) £ /O+OO F(p)dp

8 Transformées de Laplace de quelques signaux usuels

En automatique, I’étude temporelle des systémes linéaires se fait entre ¢ = 0 et ¢ = 4+00. On définit
alors I’échelon unité qui multipliera les signaux de commandes en entrée d’asservissement (c.f. TABLE

1).

% Définition Echelon unité

L’échelon unité est la fonction u(t), telle que u(t) = 0 pour ¢ < 0 et u(t) = 1 pour ¢ > 0. On a alors :

W Remarque

Le u(t) dans le tableau est redondant avec l'intégrale de la transformation de Laplace f0+°°, il est
souvent omis dans les tableaux. Il a été rajouté ici pour ne pas que les éléves soient perdus lorsqu’ils

doivent trouver la transformée de Laplace F(p) = 0+°O f(t).u(t).e Ptdt.

www.upsti.fr
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9 Fonction de transfert d’un systéme linéaire

Considérons un systéme linéaire quelconque, possédant une entrée e(t) et une sortie s(t). On suppose
qu’il est régit par une équation différentielle de degré n :

n m—1
d S(t) + anfld 8<t) + alm + aps(t) = by,

d™e(t d™Le(t de(t
dtr g1 T dt = b1 = Toeth 3

dtm dgm—1 dt

+ boe(t)

an

Si nous appliquons la transformation de Laplace aux deux membres de cette équation, tout en supposant
nulles les différentes conditions initiales, il vient :

anp".S(p)+an—1.p""".S(p)+..+0a1.p.5(p)+0a0-S(p) = b-p™-E(p)+bm—1.0™ " E(p)+...+b1.p. E(p)+bo- E(p)

Finalement, on obtient la fonction de transfert du systéme :

S(p)  bp.p™ + b_1.p™ 4+ ...+ b1.p+ by
E(p) Ap.p" + ap_1.p" L+ ...+ a1.p + ag

Comme cette fonction est une fraction rationnelle de deux polynomes en p, il est possible de factoriser
ces deux polynomes dans le corps des complexes. On obtient :

S b= 2m)(® — Zm—1)-.(p — 21)
C0) = B) = antp —p) o —pu) 0 —p1)

9.1 DPoles et racines d’une fonction de transfert

Les racines z; qui annulent le numérateur sont appelées les zéros de la fonction de transfert. Les racines
p; qui annulent son dénominateur sont appelées les pdles de la fonction de transfert. Ces paramétres
peuvent étre complexes ou réels.

9.2 Classe d’un systéme

Certains systémes peuvent posséder un (ou plusieurs) pole nul. Leur fonction de transfert peut
alors se mettre sous la forme :
Gip) = AP
p*B(p)
Ou A(p) et B(p) sont des polyndomes en p de terme de degré o : 1 (i.e. de la forme : 1+a-p+...). Le
parameétre « s’appelle la classe du systéme. En ’absence de poéle nul, on dit que le systéme est de classe 0.

Lorsqu’un péle nul est présent dans une fonction de transfert, on dit aussi que le systéme posséde
un intégrateur.

10 Conditions d’Heaviside

www.upsti.fr
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% Définition Conditions d’Heaviside

Un systéme est dit dans les conditions de Heaviside, si les fonctions qui le régissent et leurs dérivées

successives sont nulles pour t = 0, et ce jusqu’a l'ordre n — 1 pour une fonction de dérivée n fois. 1l
s’agit de conditions initiales nulles :

d d2 dn—l
10 =0 =0o= =T

(0) =0

Ainsi, & partir des théorémes de dérivation et d’intégration, dans les conditions d’Heaviside, on
peut écrire :

e dériver une fois dans le domaine temporel, revient a multiplier par p dans le domaine symbolique
de Laplace;

e intégrer une fois dans le domaine temporel, revient & diviser par p dans le domaine symbolique
de Laplace.

www.upsti.fr
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Domaine de Laplace : F(p)

Domaine temporel : f()
5(t)x u(t) 1
1
1 x u(t) -
i
t" x u(t) (pour n > 1) —}
p
1
e~ x uf(t) n
c
t pn!
t" x e ¢t x u(t) bt
1
Vit /P
t
at x u(t) pb_ In(a) b
sin(a.t +b) x u(t) a cos( 2)1—]928111( )
a
b) — asin(b
cos(a.t +b) x u(t) peos 2)+ Z;m( )
L

e~ % x sin(w.t) x u(t)

e~ %! x cos(w.t) x u(t)

e (1 — a.t) x u(t)

(5 + \/527—1) e (5*\/62771%5 _ (f . \/527_1) oo (5+@)t

u(t)

1—
2/€2 — 1

(1 — (1 4 wot)e “ot) u(t)

[sin (wox/ 1 — &2t + arctan (16_62

(1 _ #e*&vot

-2

(p+a)? + w?
pta

(p+a)* +w?

avec £ > 1

p(p—p1)(p —p2)
w2
0
P(P - P1)2

2
“o

avec £ =1

avec £ < 1

))))

p(p —p1)(p — p2)

TABLE 1 — Transformées de Laplace usuelles (en considérant nulles les différentes conditions initiales).
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MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
LA TRANSFORMATION DE LAPLACE
La transformation de Laplace
e La transformée de Laplace d’une fonction f(t¢) est obtenue par la relation :

~+o00
F(p)=L[f(t)] = /0 f(t)e Pt avec : p =T+ jw

e Voici quelques propriétés a retenir de la transformation de Laplace :
o ¥ ipF( ) — £(0)
. % = p’F(p) — pf(0) — £(0)

/f nar & £8) PO
p
t—T)—)F()_Tp
e f(07)= lim [pF(p)]
p——+oo

lim [f(5)] = lim[pF (p)]

t——+o0

Fonction de transfert d’un systéme linéaire
S(p)

E(p)
e Les racines qui annulent le numérateur, sont appelées les zéros de la fonction de transfert ;

e Les racines qui annulent le dénominateur, sont appelées les péles de la fonction de transfert ;

e La fonction de transfert d’'un systéme est donné par G(p) =

e Si on met la fonction de transfert sous la forme : G(p) = alors le parameétre o

s’appelle la classe du systéme ;

e Si on met la fonction de transfert sous la forme : G(p) = 5 ;
p*(1+ar.p+az.p*+ ...+ ap.p™)
alors le paramétre o + n s’appelle Uordre du systéme .

On a bien un systéme causal car le dénominateur est un polynoéme de degré plus important
que le numérateur, donc le signal de sortie a une dérivée temporelle de degré plus élevé que
le signal d’entrée.

Conditions d’Heaviside
e Les conditions initiales sont nulles pour les dérivées successives de la fonction f respectant
ces conditions;
e [l en découle que, pour une fonction f respectant les conditions d’Heaviside :

oﬁ—>pxF()

/f dt‘F()

11 Modélisation par schéma-blocs

Un systéme complexe peut étre décrit par un schéma-blocs fonctionnel dans lequel les noms des
constituants apparaissaient dans des blocs. Chaque nom de composant peut étre remplacé par sa fonc-
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tion de transfert (obtenue par un modeéle de connaissance ou de comportement) et ainsi nous pouvons
construire un schéma-blocs.

Pour un systéme donné, il existe un unique schéma-blocs fonctionnel, par contre il est possible de
faire autant de schéma-blocs que l'on souhaite étant donné que les blocs représentent des équations et
peuvent donc étre manipulés comme on veut.

11.1 Description de 1’asservissement en vitesse d’un bras de robot

Une consigne de vitesse angulaire de rotation w, [rad.s~!] est adaptée a 'aide d’un adaptateur de
gain K, en une tension de consigne u. [V]. Cette tension de consigne est comparée a la tension u,,
[V] délivrée par le capteur de type génératrice tachymétrique de gain Ky, proportionnelle a la vitesse
angulaire réelle w [rad.s™!]. L’écart de tension ¢ [V] est corrigé par un correcteur, représenté par sa
fonction de transfert C(p) = C, qui fournit la tension de commande ucom |V] au variateur de gain K,
pilotant le moteur par une tension umot [V]. Le moteur, dont la fonction de transfert est notée Hpmot(p)
transforme cette tension en vitesse de rotation wmet [rad.s™!|, puis cette vitesse est réduite par un
réducteur de gain K, pour obtenir la vitesse angulaire de sortie w [rad.s™1].

fm Capteur |«

We

Uc
— Adaptateur

FIGURE 22 — Schéma-blocs fonctionnel de ’asservissement en vitesse angulaire d’un bras de robot.

90@ Ue(p) e(p) () Ucom(p)i@ UmOt(p)'Hm0t<p) Qmot(p)i@ Q(p) _
Un(p) @‘ J

FIGURE 23 — Schéma-blocs de l'asservissement en vitesse angulaire d’un bras de robot.

12 Manipulations de blocs

12.1 Fonction de transfert globale

On rappelle que la représentation globale d’un systéme linéaire continu et invariant peut étre faite
de la maniére suivante dans le domaine symbolique (ou domaine de Laplace), pour une entrée et une
sortie :

T

FIGURE 24 — Fonction de transfert globale.

H(p) est la fonction de transfert globale du systéme. Les conditions initiales sont nulles (conditions
d’Heaviside).
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Un systéme asservi est une association de différents constituants pouvant chacun étre modélisé par
une fonction de transfert particuliére. La fonction de transfert globale doit engendrer un comportement
mathématiquement équivalent & celui du systéme complet, mais éloigne le modéle de sa réalité struc-
turelle. Son intérét est donc mathématique, elle doit permettre une étude temporelle et fréquentielle
simplifiée du comportement du systéme.

12.2 Association de blocs en série

Les schéma-blocs présentent souvent des blocs en série (cascade) que I'on peut réduire dans le cadre
du calcul de la fonction de transfert globale du systéme.

La fonction de transfert équivalente & I'association en série de plusieurs blocs est égale au produit
des fonctions de transfert de ces blocs.

Xilp) ) Xi(p) x Hi(p) ) Xi(p) x Hi(p) x Ha(p) ) Y(p)
= Xl(ﬂ’ Hi(p) x Ha(p) x Hs(p) 4}/(}))

FIGURE 25 — Association de blocs en série.

12.3 Association de blocs en paralléle

Deux blocs sont dit en paralléle, lorsqu'une grandeur sur un lien se sépare en deux branches pour
aller dans deux blocs différents et que la sortie de ces blocs se regroupe & 'aide d’un sommateur pour
former une sortie.

La fonction de transfert équivalente a plusieurs blocs en paralléle est égale & la somme des fonctions
de transfert de ces blocs, affectée des signes du sommateur.

A(p) x e(p)

€ A B(p)-C €
() A 1 Bo) - ) (A(p) + B(p) = C(p)) x £(p)

FiGURE 26 — Association de blocs en paralléle.

12.4 Déplacement de bloc

Les schémas-blocs peuvent subir des modification en vue de les simplifier (c.f. FIGURES 27 et 28).
L’inconvénient & modifier la structure du schéma, est de perdre les grandeurs physiques du systéme
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étudié. Mais cela aide grandement & la résolution et & I’étude des équations différentielles décrivant le
comportement du systéme.

Y(p)
Ulp) x A=
U(p) i B 5 Y(p)
2] [l
C
Up)x AxC=Y(p) x =
A P 1]
L~
(a) Schéma de départ.
Ul(p) Y(p)
Ul(p) [a—5] Y(p) [ A}—{B]
C
U(p)XAXC:Y(p)X% U(p)xAxC‘—Y(p)xE 8
5
(b) Déplacement vers ’amont. (c) Déplacement vers l'aval.
F1GURE 27 — Exemple de déplacements de blocs sur chaine de retour.
U(p) Y(p) U(p) Y(p)
LRyt :
W(p W (p)
o EETa.
(a) Schéma de départ. (b) Déplacement vers ’amont. (c) Déplacement vers l’aval.

FicurEe 28 — Exemple de déplacements de blocs sur comparateur.

13 Boucle ouverte, boucle fermée, formule de Black

Soit la fonction de transfert suivante :

Yadapt. (p) 5(17) oD (p) Y(p)
}/capt. (p) CR(]?)

FIGURE 29 - Chaine directe C'D(p) et chaine de retour CR(p).

% Définition FTBO et FTBF en poursuite (donc pour une perturbation nulle)

La fonction de transfert en boucle ouverte d’un systéme asservi, notée FTBOQO, est la fonction de
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transfert liant I'image d ela sortie de la boucle de rétroaction a I’écart

FTBO(p) = Yczl&)(p )

La fonction de transfert en boucle fermée d’un systéme asservi, notée FTBF, est la fonction de
transfert liant la sortie a I’entrée du systéme.

FTBF(p) = Y

Yadapt.(p>
Les expressions des deux fonctions de transfert sont pour la :
e FTBO : v
FTBO(p) = CZ‘:')(p) = CD(p) x CR(p)
p
e FTBF : v oD oD

Yadapt.(p) 1+ CD(p) x CR(p) 1+ FTBO(p)

% Définition Formule de Black

Dans le cas d’un systéme mis sous la forme de la FIGURE 29, la fonction de transfert en boucle fermée
est :

___CD(p)
FTBE®) = 15T B00)

14 Ordre et classe d’un systéme asservi

% Définition Ordre et classe d’un systéme

On appelle ordre d'un systéme, le degré du dénominateur de sa fonction de transfert.

On appelle classe d’un systéme, la puissance du terme en p, mis en facteur au dénominateur de sa
fonction de transfert.

exemple :
Flp) = N(p) _ K(14+bip+ ...+ byn.p™)
D(p) p*(1+ay.p+ ... + ag.p®)
o le réel K est le gain statique de la FTBO;

e l'entier o est appelé la classe du systéme, avec a = 0;
e l'entier n = a + k est 'ordre du systéme.
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15 Systéme asservi & retour unitaire

Définir une erreur suppose que celle-ci ait un sens et impose deux conditions. La premiére bien
entendu, est que U'entrée et la sortie soient de méme nature (pour que leur comparaison soit possible).
Mais de plus, la notion d’erreur revét un caractére subjectif qui attend, & priori, que celle-ci soit nulle.
Aussi n’a-t-elle de sens, que si 'entrée est effectivement une consigne, au sens de valeur attendue pour
la sortie, ce qui constitue une seconde condition ®.

Voici un exemple de modification d’un schéma bloc pour une fonction de transfert en poursuite en
FicuUrke 30 afin d’obtenir un retour unitaire.

Y. ns. Yd D 9 U Y
cons (p) Kadapt, adapt ( ),m (p) N C(p) (p) N F1(p) (p) N
}/Capt- (p) Kcapt
Yeons.(P) £(p) U(p) Y(p)
cons Kadapt. > C(p) ~ Fy (p)
}/capt.(p) _ (p) Kcapt.
Kadapt. Kadapt. Kcapt.
Kadapt.
Yeons. (P) e(p) U(p) Keapt. Kadapt. | Y (P)
cons Kadapt. Jo (p) . Fl (p) . capt . adapt
Kadapt. Kcapt.
Kcapt.
Y s’ sl
(p) K. adapt.

FI1GURE 30 — Fonction de transfert a retour unitaire.

Afin de comparer des choses comparables, il faut que 'on pose Kcapt. = Kadapt., on remarque alors
qu’un écart nul est obtenu lorsque 'erreur statique est nulle :

E(p) - Kcapt. X :U’(p)

Dans ce cas particulier, on obtient le schéma bloc suivant :

1. A titre de contre-exemple, un amplificateur posséde bien une entrée et une sortie de méme nature, mais il n’est
pas attendu que la sortie atteigne le méme niveau que la sortie, au contraire : parler d’erreur en les comparant n’aurait
alors aucun sens.
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1/(:0115.(13) Kadapt, 5(])) N C(p) U(p) N F1(p) Y(p)

Y (p)

Ficurke 31 — Fonction de transfert & retour unitaire avec un écart homogéne a la grandeur générée et
a la consigne.

16 Erreur et écart

L’erreur est la différence entre la consigne et la sortie :

u(p) = lfcons.(p) - Y(p)

L’écart est la grandeur en sortie du comparateur (pour l’exemple de la FIGURE 6) :
E(Z)) = Yadapt.(p) - }/capt.(p) = Kadapt.i/cons. (p) - Kcapt.y(p)

16.1 Erreur et écart dynamique ou statique

On distingue les résultats en régime transitoire (uq et £4, avec g4 pour dynamique) de ceux en régime
permanent (us et €5, avec ¢ pour statique).

17 Exemple : le moteur & courant continu

On considére comme systéme, un moteur & courant continu. Un tel moteur, constitue un systéme
commandé intrinséquement stable. Il transforme une tension U(p) en une vitesse de rotation Q(p) (c.f.
FIGURE 32). Attention, le schéma bloc d’un MCC n’est pas un asservissement .. .le retour
n’est pas dii & un capteur, mais a4 une loi comportementale de fonctionnement.

Cr(p)
Un(p) 1 In(p) 7= Cm(P) 1 i (p)
R+ Lp il feq + Jeqp
E(p) @
Cr(p)
Un(p) K, Cr(p) ® R+ Lp Qm(p)
1R+ Lp ) | (feq + Jegp)(R+ Lp) + K, K, ]

FIGURE 32 — Description par schéma-bloc des équations différentielles régissant le fonctionnement d’un
MCC.
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On obtient alors la relation suivante (qui n’est pas un asservissement) :

K
(feq + Jeqp)(R + Lp) + KiK.

R+ Lp

Qn(p) =
() oo + Jeap) R+ Lp) + KoK;

x Upn(p) + Cr(p)

www.upsti.fr

e O ISMA Page 32 / 64 QO

de lingénieur



CPGE MP - 521 Rappels sur les S.L.C.1 Cours

MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
SCHEMA-BLOCS
Modélisation par schéma-blocs
e Chaque éléments composant le systéme asservi peut étre décrit par un bloc. Ce bloc peut étre
obtenu a ’aide d’un modéle de connaissance ou de comportement. On passe ainsi d’un schéma
fonctionnel & un schéma dans le domaine de Laplace.

Manipulation de blocs

e La fonction de transfert équivalente a plusieurs blocs en série est égale au produit des fonctions
de transfert de ces blocs;

e La fonction de transfert équivalente a plusieurs blocs en paralléle est égale & la somme des
fonctions de transfert de ces blocs, affectée des signes du sommateur;

e Lors d’un déplacement de bloc, il faut prendre soin d’avoir toujours le méme signal d’infor-
mation qui circule dans le systéme ;

e Les fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle fermée sont définies par les relations

suivantes :
o FTBO(p) = CD(p) x CR(p);
D
o FTBF(p) = HiT(Bf))O(m c’est la formule de Black.

Ordre et classe d’un systéme
e Pour une fonction de transfert de type :

N(p) KA+bi.p+..+by.p™)
D(p) p*(1+ay.p+ ...+ ag.p®)

F(p) =
« est classe du systéme et « + k est U'ordre du systeme.

Systéme a retour unitaire
e Les systémes asservis peuvent souvent se ramener a une structure d retour unitaire quand
I’entrée et la sortie sont de méme nature. Il est alors plus aisé de les commander ;
® Kadapt. = Kcapt. S pu=e=0.

Erreur et écart
e L’erreur est définit comme : p = tllglo e(t) — s(t);
o L’écart est définit comme : € = tllglo Yadapt. (t) — Yeapt.(t) c’est la grandeur en sortie du
comparateur.
e : On distingue le résultat en régime transitoire (on parle, d’écart ou d’erreur dynamique) du
résultat en régime permanent (on parle, d’écart ou d’erreur statique).
Exemple : le moteur & courant continu Le schéma-blocs du mcc est le suivant :

Unm(p) 1 Ly (p) K Cm(p) 1 Qo (p)
i R+ Lp el feq + Jeqp )
E(p) A

Ceci n’est pas un asservissement, car il n’y a pas de capteur dans la boucle retour, ce retour
caractérise seulement une loi comportementale du mcc.
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18 Transformée de Laplace directe et inverse

La transformée de Laplace permet de résoudre simplement une équation différentielle. Pour cela, il
est nécessaire de :

Passer ’équation différentielle dans le domaine de Laplace;

Choisir le type de signal pour la consigne en entrée;

Décomposer la fraction en éléments simples ;

Repasser dans le domaine temporelle & ’aide de la transformée inverse de Laplace;

Ll .

18.1 Décomposition en éléments simples

Objectif : Transformer le quotient de deux polynomes en p (désignant expression dans le domaine
de Laplace de la réponse d’un systéme) en éléments simples dont les transformées de Laplace inverses
seront extraites du tableau des transformées de Laplace (c.f. TABLE 1).

P(p)
Q(p)

e P(p) et Q(p) deux polyndomes a coefficients réels ;
o deg(P) < deg(Q) (systéme causal).

Soit une fonction de transfert donnée sous la forme

avec !

% Définition Décomposition en éléments simples

Tout polynéme Z(p) a coefficients réels se décompose de maniére unique dans R comme produit de
facteurs de la forme (p — ;)™ ou (p* + a;p + b;)™

=K[[—r)™ [+ ajp+ )™
i J
Les coefficients m; et n; sont appelés ordres de multiplicité.

Seul le polynéme du dénominateur Q(p) est factorisé. Les différents termes seront appelés élé-
ments simples.

P(p)

La fraction rationnelle ) se décompose de maniére unique comme somme d’éléments simples
p

de Q(p) :

m;

i ;Z ZZ Bjwp + Cjy

(p? + ajp + b;)*

Pour déterminer les différents coefficients A;;, Bjy et Cjg, il faut réduire expression au méme
dénominateur puis identifier chaque coefficient des polynomes.
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18.1.1 Exemple :

Soit la fonction de transfert :

1
(P2 +p+1)(p+3)

H(p) =

Le dénominateur est déja écrit sous forme factorisé : p + 3 a racine réelle et p? + p + 1 & racines
complexes conjuguées.

La décomposition en élément simple s’écrira :

A Bp+C
p+3 pPHp+l

H(p)

Réduisons au méme dénominateur I’expression de H(p) :

AP*+p+ 1)+ (Bp+C)(p+3)

H(p) =
) TRy
Développons 'expression :
H(p):(A+B)p2+(A+3B+C)p+(A+3C): 1
(p+3)®P*+p+1) (p+3)P*+p+1)

Identifions les deux polynémes du numérateur :

A+B=0 A=1/7
A+3B+C=0 s B=-1/7
A+3C=1 C =27

D’ou l'expression finale de H(p) décomposé en éléments simples :

1/7 —1/7p+2/7
Hp) = / 2/ /
p+3 p*+p+1

Les calculatrices formelles réalisent les décompositions en éléments simples a aide de fonctions
telles que develop ou expand.

19 Systéme d’ordre 1

Les systémes du premier ordre sont régis par des équations différentielles du premier degré. Leur
fonction de transfert posséde donc au maximum un zéro et un pole. L’équation la plus couramment
rencontrée est de type :

ds(t
T ';(t) +s(t) = Ke(t)
On passe dans le domaine de Laplace, pour obtenir :
S K
Gp) = 22 _
E(p) 1+Tp
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19.1 Réponse impulsionnelle

On étudie la réponse du systéme (donc la sortie s(t)), lorsqu’il est soumis & une impulsion (on a en
entrée un Dirac : e(t) = §(t) ?).
K

S(p) = G(p) x E(p) = 75 1

La transformée inverse de Laplace (en considérant nulles les différentes conditions initiales) donne
Pexpression temporelle de la sortie s(t) pour une entrée impulsionnelle :

La constante T' peut étre mise en évidence trés facilement graphiquement (c.f. FIGURE 33). Comme

dans toute fonction exponentielle décroissante, la tangente a l'origine coupe 'asymptote (ici I'axe des

abscisses) au point d’abscisse T. On parle de la constante de temps T.

e(t) =o(t)t
S

Nx D=
N—

- -t [s]
to to+T

FiGURE 33 — Réponse impulsionnelle d'un systéme d’ordre 1.

19.2 Réponse indicielle

On étudie la réponse indicielle du systéme (donc la sortie s(t)) pour une entrée en échelon unitaire

(e(t) = u(t)?).
K 1

S(p) = G(p) x E(p) = 75 < p

La transformée inverse de Laplace (en considérant nulles les différentes conditions initiales) donne
Pexpression temporelle de la sortie s(t) pour une entrée impulsionnelle :

s(t) =K (1 — e*%)

La constante T peut étre mise en évidence trés facilement graphiquement (c.f. FIGURE 34). On a la
tangente a 1’origine qui coupe ’asymptote au point d’abscisse T, le signal tend vers K lorsque ¢ tend
vers 'infini. Le paramétre K est appelé gain statique, car il correspond au rapport de la valeur de sortie
sur la valeur d’entrée (égale a 1) lorsque ¢ tend vers U'infini (c’est-a-dire quand le systéme est censé ne
plus évoluer).

2. ¢(
3

=
=
I
2 >
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e(t) = u(?)
s(t)
! 1.05 x K
I EX EEEErT e, T T T T T T T T Py ————
S 0.95 x K
063 x K +-f-----

T T t[S]
to to+ T to+3xT

FiGUuRE 34 — Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 1, pour un gain K < 1.

19.2.1 Temps de réponse a 95% (ou a 5%) de la valeur de convergence

On peut définir, a partir de ce graphe, le temps de réponse t,. du systéme, par le temps au bout
duquel la sortie atteint sa valeur asymptotique (on dit aussi de sa valeur a l'infini) a 5% pres.

tr
sty) = K (1 - e_T> = 0.95K
(1-e%) =095
tr
e T =0.05
t, = —T'In(0.05) ~ 3T
19.2.2 Constante de temps T’

On remarque que : s(T) = K(1—e~!) ~ 0.63K. Ce dernier résultat permet d’identifier rapidement
la constante de temps sur le graphe.

19.2.3 Gain statique K

Lorsque le temps tend vers U'infini, la valeur de sortie tend vers K, ce qui permet de définir une
précision entre la consigne d’entrée et la valeur de sortie, on parle ici d’erreur p :

p=elt—o0)—st—o00)=1—K (pour une entrée échelon unitaire/réponse indicielle)

19.2.4 Influence des paramétres du premier ordre sur la réponse indicielle
La constante de temps 7 et le gain statique K sont indépendants. La rapidité d’un systéme du

premier ordre est liée uniquement & 7. De méme, la précision d’un systéme du premier ordre est lié
uniquement & K (c.f. FIGURE 35).
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\réponse s(t) K croissant , réponse s(t)
5 —
4 —
3 —
2 — T croissant
1 —
temps [s]
O —’ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T
0 5 10 15

FiGURE 35 — Influence des parameétres du modeéle du 1" ordre sur la réponse indicielle.

19.3 Réponse 4 une rampe unitaire

On étudie la réponse du systéme (donc la sortie s(¢)) pour une entrée en rampe unitaire (e(t) =
tx u(t)?).

K 1
Sp) =G(p) x E(p) = ——— X —
(p) = Gp) x E(p) = 5 T
La transformée inverse de Laplace (en considérant nulles les différentes conditions initiales) donne
Pexpression temporelle de la sortie s(t) pour une entrée impulsionnelle :

s()=K(t—T)+KTe T

Le terme KTe T tend vers 0 lorsque t tend vers l'infini, on met ainsi en évidence une asymptote
t

oblique & la courbe s(t) d’équation asymptote = K(t — T'). Comme le terme KTe T est toujours

strictement positif, la courbe se trouve en permanence au dessus de son asymptote. Par ailleurs, la

tangente en 0 & la courbe est nulle (dilat) =K (1 - 6_%) = 95(0) = 0). On peut alors tracer le graphe

de s(t) (c.f. FIGURE 36).

A

to to+T

FIGURE 36 — Réponse & une rampe unitaire d’un systéme d’ordre 1.

20 Systéme d’ordre 2

Les systémes du second ordre sont régis par des équations différentielles du second degré. Leur fonc-
tion de transfert posséde donc au maximum deux zéros et deux péles. L’équation la plus couramment

4. e(t) =t xu(t) = E(p) = &
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rencontrée est de type :
idZS(t) 2¢ ds(t) N

t) = Ke(t
W2 2wy dt s(t) = Ke(t)
On passe dans le domaine de Laplace, pour obtenir :
5(p) K
P =Fe) = 2%
— T+ 1
wo wo

wo est appelée la pulsation propre du systéme, £ est appelée coefficient ou facteur d’amortissement et
K est le gain statique.

20.1 Réponse indicielle

On étudie la réponse du systéme (donc la sortie s(t)), lorsqu’il est soumis & une impulsion (on a en
entrée un Dirac : e(t) = §(t)°).
K
S(p) = G(p) x E(p) = 2 2y 1
—+—+1
Wi wo

Pour connaitre la transformée inverse de Laplace, il faut mettre le dénominateur sous forme cano-
nique, et donc calculer son déterminant :

462 4 4
A:b2—4ac:%——2: 2(52—1)
wo Wo  Wo

Le dénominateur peut se réécrire de la facon suivante :

2
P 26p 1

58 1~y _
w% wo wg(p p1)(p = p2)

A noter que p1p2 = wg et p1 + p2 = —2&wg

20.1.1 Discriminant positif - régime amorti : £ > 1

Le polynéme posséde alors deux racines réelles qui sont :

p1 = —wo [5 A S 1)} et p2=—wo [5 + V(& — 1)}
On a alors :
Kuw?
p(p —p1)(p — p2)
D’ou (en considérant nulles les différentes conditions initiales) :

o) = () — A [(e @ 1) VD () eV E)

2/E2 — 1

S(p) =

11 existe deux asymptotes horizontales, une en ¢ = 0 et une autre en t — +o00. Les deux termes en
exponentielles, décroissent d’autant plus lentement que £ est grand (c.f. FIGURE 37).

5. e(t) =6(t) & E(p) =1
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-t [s]

to

FiGURE 37 — Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2, pour £ > 1 et K < 1.

20.1.2 Discriminant nul - régime critique : £ =1
Le polynéme posséde alors une racine réelle double qui est :

Po = —Wwo

On a alors :
ng
p(p—po)?

D’ou (en considérant nulles les différentes conditions initiales) :

S(p) =

s(t) = Ku(t) — K(1 + wot)e 0!

11 existe deux asymptotes horizontales, une en ¢ = 0 et une autre en t — 400 (c.f. FIGURE 37).

20.1.3 Discriminant négatif - régime oscillatoire amorti : £ < 1

Le polynéme posséde alors deux racines complexes conjuguées qui sont :

p=—w [§—iVI=)| et p=—w [+ 1-&)
On a alors :
ng
p(p —p1)(p — p2)

D’ou (en considérant nulles les différentes conditions initiales) :

S(p) =

s5(t) = Ku(t) — Ke ot [cos (wox/l — &2 x t) + \/15_7525111 (wox/ 1-¢&2x t)]

Ou encore :

s(t) = Ku(t) — \/%eﬁwmf [Sin (wom X t + arctan <1g_€2>>]

Il existe deux asymptotes horizontales, une en ¢t = 0 et une autre en ¢ — 4o00. La réponse du
systéme est constituée de la différence de deux signaux : le signal Ku(t), échelon de hauteur K et
un signal sinusoidal encadré par une enveloppe en exponentielle décroissante (c.f. FIGURE 38). Cette
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: : : : >t [g]
to t1 2 t3 t4

FiGurE 38 — Réponse indicielle d'un systéme d’ordre 2, pour £ < 1 et K < 1.

pseudo-période est égale a l'intervalle de temps correspondant & une alternance compléte de la sinusoide
amortie. Elle est d’autant plus grande que & est proche de 1.

On remarque que le signal de sortie présente un dépassement de son régime permanent. On chiffre en
général ce dépassement en valeur relative par rapport a la valeur finale et on 'exprime en pourcentage :

s

S - K 2
Dig, =100 x ~2—= =100 x ¢ v1=¢
La pulsation du signal sinusoidal enveloppé par I’exponentielle décroissante a pour expression :

W = woy/1 — &2

Elle est appelée pseudo-pulsation du régime oscillatoire amortie. Elle est toujours inférieure & la pul-
sation wg. On définit également la pseudo-période de ces oscillations par :

Tn:2—ﬂ 2

Wn, u)(]\/l—fQ

T, .
On remarque que t;11 =t; + 7”, d’ou lexpression générale pour le temps du k'*™¢ dépassement :

km

1€

ty =

20.1.4 Influence des paramétres du second ordre sur la réponse indicielle

Le gain statique K a la méme influence sur la précision (caractérisée par l'erreur p) qu’un systéme
du premier ordre. Pour ce qui est du facteur d’amortissement £ et de la pulsation propre wg, on peut
observer (c.f. FIGURE 39) que le facteur d’amortissement joue sur la rapidité (£ = 1 : systéme le plus
rapide sans dépassement, & = 0.69 : systéme le plus rapide avec dépassement) et sur la stabilité du
systéme (présence ou non de dépassement), la pulsation propre joue sur la rapidité du systéme.
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wo = drad.s™' wp = 2rad.s™! wy = lrad.s™!

/

& croissant
temps [s] temps [s]

0
0 1 2 3 4 5) 6 0 1 2 3 4 5) 6
(a) Influence de l'amortissement £ : K = 2, wg = (b) Influence de la pulsation propre wy : K = 2, £ = 0,3,
2rad.s ™!, € € {0,3;0,5;0,69;0,8; 1;1,5; 2; 2,5}. wo € {1;2;4} rad.s™t

FIGURE 39 — Influence des paramétres caractéristiques d’un systéme du 2°™¢ ordre sur la réponse
indicielle.

www.upsti.fr

e @? ISMA Page 42 / 64




CPGE MP - 521 Rappels sur les S.L.C.1 Cours

MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
ETUDE TEMPORELLE DES SYSTEMES CONTINUS
Transformée de Laplace directe et inverse
La décomposition en éléments simples, permet de déterminer 'expression temporelle d’'une fraction
de polynémes en p, a 'aide des transformations inverses de Laplace classiques.

Systéme d’ordre 1

e La fonction de transfert d'un systéme d’ordre 1 peut se mettre sous la forme :
Sp) K
E(p) 1+Tp

G(p) =

o K est le gain statique et T la constante de temps ;
e Pour une réponse & un échelon, la tangente & ’origine n’est pas nulle;
e Les relations & connaitre par coeur sont :

o temps de réponse a 95% : tgs, =3 X T';

o temps de réponse a 63% : tg30, = T;

Systéme d’ordre 2
e La fonction de transfert d'un systéme d’ordre 2 peut se mettre sous la forme :

S(p) K
G(p) = —
(p) Bp) - P %
W(Q) wo

K est le gain statique, wy est la pulsation propre du systéme et £ est le coefficient ou facteur
d’amortissement ;
Pour une réponse & un échelon, la tangente & l'origine est nulle;
La pulsation de coupure & -3 dB est la pulsation propre du systéme lorsque £ > 1;
Les relations a connaitre par cceur sont :
o pulsation propre : w, = wgy/1 — &2 (valable pour £ < 1);

3
¢ temps de réponse a 5% : t5;, > — (valable pour & > 1);
wo

2
¢ pulsation de résonance : w, = wpy/1 — 2£2 (valable pour £ < \Qf) ;
¢ facteur d’amortissement : £ = 1 réponse la plus rapide sans dépassement, £ = 0.69
réponse la plus rapide avec dépassement.

www.upsti.fr

eg ISMA Page 43 / 64




CPGE MP - 521 Rappels sur les S.L.C.1 Cours

21 Décomposition en série de Fourier

Le signal d’entrée d’un systéme est rarement un signal simple (de type échelon ou rampe). La
théorie développée par Fourier permet de considérer que tout signal (périodique ou non) résulte de la

sommation, souvent infinie, d’'un ensemble de composantes sinusoidales de fréquences et d’amplitudes
différentes.

A

_ TH— e

—

(c) Somme de quinze sinusoides.

(a) Signal créneau. (b) Somme de trois sinusoides.

F1GURE 40 — Décomposition en série de Fourier d’un signal créneau.

La réponse d’un systéme & un signal quelconque doit donc pouvoir se déduire de I’ensemble de ses
réponses & des signaux sinusoidaux répartis dans une plage de fréquence adaptée.

Ainsi, étudier la réponse du systéme pour une multitude d’entrée sinusoidales, permet de prédire
le comportement du systéme pour un signal quelconque (en tant que somme de signaux sinusoidaux).

22 Etude harmonique

% Définition Etude harmonique

L’étude harmonique d’un systéme linéaire, consiste & analyser son comportement en régime perma-

nent (dit aussi régime établi), lorsqu’il est sollicité par un signal d’entrée sinusoidal d’amplitude A
et de pulsation w. Soit :

e(t) = Asin(wt)

La réponse d’'un SLCI & une entrée sinusoidale de pulsation w est un signal sinusoidal de méme
pulsation. Son amplitude B et I’éventuel déphasage qu’il présente par rapport au signal d’entrée sont
significatifs du comportement du systéme et varient en fonction de la pulsation.

Si on pose s(t) = Bsin(wt 4 ¢), faire 'étude harmonique du systéme, revient a étudier les varia-
tions de B et de ¢, en fonction de w.

Remarque : On ne s’intéresse ici qu’a la réponse du systéme a une entrée sinusoidale (ce n’est
plus un Dirac, un échelon, ni une rampe).

S
Considérons un systéme de fonction de transfert F(p) = Eip))’ on peut 'écrire sous une forme
p

générique comme un rapport de polynémes :
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|
N/-\

_ Num(y)
Fip) = Denom(p) (p=p1)(p=p2)--- (= Pn)

22.1 Reégime sinusoidal permanent < p = jw

Nous allons montrer que, lorsque le régime sinusoidal permanent imposé par 'entrée est atteint,
la réponse fréquentielle peut étre calculée en remplacant p par jw dans la fonction de transfert F'(p) :
cette réponse fréquentielle est une sinusoide d’amplitude A X |F'(jw)| qui est déphasée par rapport a
la sinusoide d’entrée de ¢ = arg(F(jw)).

Rappelons d’abord que la réponse forcée d’un systéme ne dépend pas des conditions initiales. Nous
pouvons donc supposer que les conditions initiales sont nulles. Par conséquent, si tous les pdles de la
fonction de transfert sont simples, la réponse fréquentielle peut s’écrire :

S(p) =F(p) x E(p)

wA

=F(p) X ———=

(P) % a2

« o
>y o A b
ptjw p—Jw p—p P—DPn

Ou « et les (; sont des constantes réelles et o* est le conjugué de a.
La transformée de Laplace inverse s’écrit :

y(t) = ae 7 + ot + BreP + ..+ Bpeft pourt >0

Puisque nous voulons observer le régime permanent sinusoidal imposé par l'entrée, nous devons
supposer que le régime transitoire disparait, c’est-a-dire que le systéme est stable. Dans ces conditions,
les termes 31eP't, .. .3 ePt tendent vers 0 lorsque ¢t — oo. En régime permanent, la réponse est donc
représentée par les deux premiers termes ae /%t et a*el*t,

Lorsque la fonction de transfert a des poles multiples de multiplicité k;, la réponse est formée de
termes de la forme Q;(t)ePi on Q;(t) est un polynome de degré inférieur oiu égal a k; — 1. Si le systéme
est stable, lorsque t — 00, ces termes tendent eux aussi vers 0.

La réponse en régime permanent pour une entrée sinusoidale est donc de la forme :

y(t) = ae Wt 4 gFelvt

Les coefficients « et o™ peuvent étre calculés & partir de la. décomposition en éléments simples de
la fagon suivante :
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wA ) AF(—jw)

o= F(p)]m (P4 jw)lpeju = T
. wA , AF (jw)
o = F(P)]m (p— ]w)’p:jw = T

Puisque F(jw) est un nombre complexe, on peut ’écrire sous la forme F(jw) = |F(jw)| /. L'ex-
pression de y(t) devient alors :

AlF(jw)le™® ., AlF(jw)|e’® .
t — =M —jwt S2E NI jwt
y(t) 2 e~ Iwt 4 % e
jwt+op _ —jwt+o
= AJF(jw) .
25

= A|F(jw)|sin(wt + ¢)

Le signal de sortie est donc bien une sinusoide de pulsation w égale & celle de 'entrée, d’amplitude
B = A|F(jw)| et déphasée de ¢ = arg(F'(jw)) (c.f. FIGURE 41).

A o
B II \

/\ /\ /"
Y, \/ \VA

F1GURE 41 — Signaux sinusoidaux d’entrée et de sortie d’un systéme linéaire.

On notera donc que, pour obtenir les caractéristiques de la sortie, il suffit de remplacer p par jw
dans la fonction de transfert du systéme :

22.2 Transmittance complexe

% Définition Transmittance complexe

F(jw) est appelée fonction de transfert compleze ou transmittance complexe du systéme. On parle
aussi de réponse fréquentielle puisque la connaissance de F(jw) est suffisante pour pouvoir écrire
I'expression de la réponse du systéme & une fréquence particuliére.

F(jw) est un nombre complexe, caractérisé par son module et son argument. Le module est
fréquemment appelé gain. Ce terme ne doit pas étre confondu avec le gain statique K : on I’emploie
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pour parler de 1’évolution du module de F(jw) en fonction de la pulsation. L’argument de F'(jw)
peut étre positif, on parle alors d’avance de phase, ou négatif et 'on a alors un retard de phase.

W Remarque

Pour établir la notion de transmittance complexe, nous avons di supposer que le systéme était stable.
Dans le cas contraire, la notion de régime permanent sinusoidal n’a physiquement pas de sens. Mais
mathématiquement, rien n’empéche de représenter un systéme instable par F'(jw) obtenu a partir de
F(p) en remplacant p par jw.

22.3 Reéponse a une entrée sinusoidale d’un systéme du 1°° ordre

Soit un systéme du 1°* ordre représenté par sa fonction de transfert H(p) = que ’on soumet

+7p
a une entrée de la forme e(t) = Egsin (wt) - u(t) de transformée de Laplace R
p* 4w
K Eow A Bp+C KFEy = W — TWP
Onaalors: S(p) = H(p)-E(p) = ) 5 = 5 5= 55 5 5 |-
147 p 4w 14+77p p*+w T*w*+1|14+7p p*+4w

Par application de la transformeée inverse de Laplace, il vient :

KE,

— —t/T
202 +1

s(t) [Twe + sinwt — Tw cos wt}

TW 1

—— et cosp = —.
V14 7202 7 V1 + 7202

. Tw 3 sin(wt + ¢)
On obtient donc s(t) = KBy - | —5—5—¢ /7 4 o 2|,
n obtient donc s(t) 0 [7%2—1—16 - \/m}

La solution s’écrit sous la forme de la somme d’une exponentielle amortie (régime transitoire) et
d’un sinus (régime permanent). Le régime transitoire durera plus ou moins longtemps en fonction de
la valeur de la constante de temps du systéme 7 et de la pulsation d’excitation w.

On pose alors sinyp = —

23 Gain et déphasage temporel d’'une étude harmonique

23.1 Mesure du gain
En FIGURE 42 on a deux réponses a une sollicitation harmonique (en vert et en rouge). La mesure

du gain, se fait en régime permanent et s’obtient en faisant le rapport des amplitudes des sinusoides
(sortie sur entrée) :

B
Gaingp = 20log (A)
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Régime transitoire Régime permanent

0

FIGURE 42 — Réponses a un un signal sinusoidal. La consigne est en noir/continu et les deux signaux
de sortie sont en rouge/tiret (— — —s1) et vert/pointillé (... ss). Les signaux sont en phase, mais ont
un gain différent.

Régime transitoire Régime permanent

\ , , T

: — _ p
S(t) t;(lztwrd - t’fnax - t;srlLa:c - ¢1 X %

RS

; T
52 __ g€ 482 _ ip
trez‘,ard - tmin, “min @2 X

t
< 2
0 t

FIGURE 43 — Réponses & un un signal sinusoidal. La consigne est en noir/continu et les deux signaux
de sortie sont en rouge/tiret (— — —s;) et vert/pointillé (... s;). Les signaux ont le méme gain, mais
sont déphasés les uns par rapports aux autres. Ici on remarque que les signaux de sortie sont en retard,
la phase est donc négative (et les temps de retard également).

23.2 Mesure du déphasage

En FIGURE 43, on a deux réponses a une sollicitation harmonique (s; et s2). La mesure du déphasage
se fait en régime permanent et s’obtient en mesurant les temps de retard de chaque sortie.

e(t) = Acos(wt) s(t) = Bcos(wt + ¢)
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Cos(wtentre) — Cos(wtsortie + ¢)

wtentre — wtsortie + (b

¢ — w(tentre . tsortz'e) qb [rad] — ?j(tentre . tsortie) ¢ [degré] — ?(tentre - tsortie)
p P

24 Représentation complexe

Considérons un systéme d’ordre 1, régi par I’équation différentielle :
ds(t)
dt

On passe dans le domaine de Laplace (en considérant nulles les différentes conditions initiales), pour
obtenir :

T

+ s(t) = Ke(t)

S(p) K

Glp) = E(p) B 1+Tp

On associe au signal d’entrée e(t) une représentation complese notée E(jw) définie par E(jw) = Ae/*!
et dont e(t) est en fait la partie réelle.

E(jw) = Ae’" = Alcos(wt) + j sin(wt)]

On associe au signal de sortie une représentation complexe S(jw) qui s’écrit :

S(jw) = Be’'™% = Blcos(wt + @) + j sin(wt + )]

Si on utilise ces expressions complexes dans 1’équation différentielle, on obtient :
TBjwel“t™% + Bel“tt¢ = K Ae/*t

Soit aprés simplifications :

24.1 Gain et déphasage d’une fonction de transfert du premier ordre

K
La fonction T T est la fonction de transfert G(p) avec p = jw, on l'appelle la fonction de
jTw

transfert de fréquence du systéme.

K . K
G(p) = = G(jw) = m

Le gain du systéme (rapport d’amplitude entre la sortie et 'entrée) est donné par :
K ‘ K
V1+T?w?

Gain(w) = G(jw)| = ]

Le déphasage entre la sortie et I'entrée est donné par :

K

p(w) = arg(G(jw)) = arg (1—1—]Tw> = —arctan(Tw)
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25 Représentation graphique du comportement harmonique

Afin de posséder une représentation graphique du comportement harmonique du systéme, il est
naturel d’envisager le tracé des fonctions de w qui en sont représentatives, c’est-a-dire de G(w) et
p(w). T existe plusieurs méthodes de représentation graphique de ces fonctions que 'on utilise en
fonction des résultats que 'on souhaite mettre en évidence, nous verrons seulement la représentation
de Bode (les autres n’étant pas au programme) :

e le diagramme de Bode;

e le diagramme de Nyquist (plan complexe).

25.1 Echelle logarithmique

Les systémes étudiés s’étendent généralement sur de larges plages de fréquences (exemple, les cordes
d’un piano oscillent & des fréquences comprises entre 27,5 et 4 186 Hz). Une échelle linéaire pour 1'axe
des abscisses (correspondant a l'axe des pulsations w) serait donc mal adaptée. On lui préfére une
échelle logarithmique pour représenter I’évolution de la pulsation du signal. Elle correspond au tracé
de logw sur un axe.

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
‘ T V. T LI | T L ‘ T T T T T T ‘ ‘ T T T 1T TTT‘ T T T T T T1TT

FIGURE 44 — Echelle linéaire a gauche et logarithmique & droite.

25.2 Diagramme de Bode

% Définition Diagramme de Bode

Il est constitué de deux diagrammes semi-logarithmiques (axes des abscisses gradués en log w, et axes
des ordonnées en échelle linéaire) :

e le diagramme de gain, exprimé en décibel [dB| : Gyp = 201og |G (jw) | ;

e le diagramme de phase ¢ = arg |G (jw)], exprimé en degrés ou radians.

L’exploitation compléte de ces diagrammes nécessite une vision simultanée des deux courbes, elles fi-
gurent donc sur un méme graphique avec 1’axe des abscisses en commun (c.f. FIGURE 45).

Remarque :

e une octave correspond a une multiplication par 2 en pulsation ;
e une décade correspond & une multiplication par 10 en pulsation ;
e par définition, le logarithme décimal du rapport des puissances de sortie Ps et d’entrée P, de deux

signaux s’exprime en bel, logy, Fs ou en décibel 10log;, Fs Toutefois, en automatique ou en

e e
électronique, il est plus facile d’obtenir 'amplitude d’un signal que sa puissance. Or, par analogie
2

P, U
électrique, P = = soit 10log;g Fs = 20logg US d’otu le facteur 20 utilisé pour déterminer le
e e

gain en dB.
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20
20logy (K) .
\ ~ |
9 Bande passante a —3 dB \
— & 9
q -y o
5 i
z G 2
—40 3 3
—60
107° 1074 10! 10? 103
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
arg (K) =0
-20
g —45
<
=
.
—70
K | e
arg( - T) = —arg(jwT) = —m/2[rad] = —90[°]
I
SN 7y J I e
107° 1074 1073 1072 107! 10° 10! 107 103
w [rad/s]
FiGure 45 - Diagramme de Bode d'un systéme d’ordre 1. Avec le gain réel Ggg =
K K
20logy | —=—====| et la phase réelle p = arg <)
/1 + (wT)? 1+ jwT

25.3 Tracés as

ymptotiques du diagramme de Bode

Ces tracés approchés (asymptotiques) sont obtenus en remplacant les courbes des diagrammes de
Bode par leurs approximations asymptotiques. Ces diagrammes permettent d’apprécier globalement
le comportement du systéme modélisé & 10 % ou 20 % pres. Compte tenu des imprécisions sur les
valeurs réelles des paramétres du modéle, une telle précision s’avére souvent suffisante (en général,
Papproximation est moins bonne pour le diagramme de phase). Les calculs des asymptotes et des
valeurs particuliéres se font en général pour les valeurs particuliéres et extrémes de la pulsation w par
rapport a la pulsation de cassure wg du systéeme : w < wg, w = wp et w > wyp.
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25.4 Propriétés des diagrammes de Bode

On utilise constamment ces propriétés car, dans la majorité des cas, la fonction de transfert étudiée
est un produit de fonctions de transfert du premier et deuxiéme ordre. Ces deux systémes seront donc
étudiés en détails dans la suite de ce cours.

e Si H(jw) = F(jw) x G(jw) alors :
o Ggp = 20log|H (jw)| = 20log |F(jw)| + 201og |G(jw)|, les courbes de gain s’additionnent ;
o ¢ =arg[H(jw)] = arg [F(jw)] + arg [G(jw)], les courbes de phases s’additionnent.
e Si H(jw) = K x H(jw), avec K une constante (K > 0), alors :
o Gap = 20log K + 20log | F'(jw)|, la courbe de gain de F(jw) est translatée de 20log K ;
o ¢ =arg(K) +arg [F(jw)] = arg [F(jw)], la phase est la méme que celle de F(jw).

25.5 Bande Passante

La bande passante & —3 dB d’un systéme, est la plage de pulsations (ou de fréquences) [0, Weoupure)
pour lesquelles 'atténuation du signal de sortie ne dépasse pas 30% de sa valeur lorsque w — 0. Weoupure
est appelée pulsation de coupure & —3 dB.

Plus un systéme est rapide, plus sa bande passante est grande. Elle donne donc une indication sur
le critére de rapidité.

Pour un systéme du 1¢" ordre, la bande passante a —3 dB est [0, Weoupure]s aVEC Weoupure = —
o

Pour un systéme du 2"¢ ordre, la bande passante a —3 dB est [0, Weouptre); AVEC Weoupure 12 pulsation

2\ 2 2
2 3
de coupure telle que log (1 — <wcoupure> ) + < & x wcoupure> =10

wo wo

Parfois, on définit la bande passante & x dB comme la plage de pulsations (ou de fréquences)
[0, Weoupure] pour lesquelles le gain en dB reste supérieur & = dB.
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26 Diagrammes de Bode asymptotiques de FT élémentaires

FT Diagramme de gain Diagramme de phase
H(p) = - Gap 4 Yt
p \
0 L w 0 w
\ 20 dB/dec | 2
H(p)=p Gap 4 / +20 dB/dec +f ‘
2
: /1 h 0 N
H(p) = 1 GaB ¥
1+7p
1/7 1/7
0 w 0 w
\ o I
—20 dB/dec 2
Hp)=1+7p GaB / +20 dB/dec _ﬁ; fffffff
2
0 - w 0 - W
1/7 1/7
1 G 12
H(p) = 5 avec z < 1 dB 4
z
1+2—p+ % wo wo
wo Wy 0 - W 0 > W
\ —40 dB/dec | [ 7
H(p):1+2ip+p—2avecz<1 Gap s ¥
w0 W2 = / +40 dB/dec IO
0 wo i 0 wo "
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1
27 Méthode d’approximation (G, E)

En régime fréquentiel on peut écrire :

N G(jw)
L) = 7600 < B(w)

ce qui peut s’écrire :

1 Gw)

1
donc L(jw) s’exprime & partir de G(jw) et de -
() () et de s

Si on s’intéresse au gain, on a :

1
H(jw)

|G(jw)|
G(jw) +

LG = |50 |

H(jw) ‘

La méthode d’approximation s’appuie sur le raisonnement suivant :

1
1. 81 |G(jw)| >> | —=———|, alors |G(jw) + - ’2G'w,etdonc:
G| > |t () + 15| =16
1
L(jw)| ~ .
14691 = |50
1
2. 51 |G(jw)| << ——1, alors on arrive & :
6] << |50

IL(jw)| = [G(jw)]

En résumé, 'approximation de |L(jw)| est donné, selon la bande de fréquence, par le plus petit des

modules de G(jw) ou de —.
() H(jw)

Naturellement, aux points d’intersection des courbes |G(jw)| et , Vapproximation n’a pas

L
H(jw)

, ni I'inverse.

1
de sens, puisqu’on ne peut prétendre que |G(jw)| >> ‘ ,
H(jw)
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MODELISATION ET ETUDE DES SLCI
ETUDE FREQUENTIELLE DES SYSTEMES CONTINUS
Décomposition en série de Fourier
e L[’analyse spectrale peut permettre de prédire le comportement d’un systéme selon la décom-
position du signal d’entrée. De plus, il permet de prédire la stabilité d’un systéme par analyse
du point critique.

Etude harmonique
e [’étude harmonique s’intéresse & la réponse du systéme, lorsque 'entrée est un signal sinu-
soidal. On peut alors simplifier la variable de Laplace p = 7 4+ jw, par p = jw pour obtenir
Pexpression de la fonction de transfert complexe ou transmittance complexe F'(jw).

Gain et déphasage temporel d’une étude harmonique
e Le gain du systéme (rapport d’amplitude entre la sortie et 'entrée) est donné par :

B
Gaingp(w) = 20log; <A>
e Le déphasage entre la sortie et 'entrée est donné par :

SO A= ]

Représentation complexe
e Le gain du systéme (rapport d’amplitude entre la sortie et 'entrée) est donné par :

Gaingg (w) = |G(jw)|
e Le déphasage entre la sortie et 'entrée est donné par :

p(w) = arg(G(jw))

Représentation graphique du comportement harmonique
e Le diagramme de Bode comporte deux graphes, le gain en décibels Ggp(w) et le déphasage
p(w);
e Le diagramme de Nyquist est le plan complexe, des points M de coordonnées Re(w) et Im(w) ;
e Les propriétés du logarithme (pour le gain) et de 'exponentielle (pour argument), permettent
de justifier que :
GdB(F X G) = GdB(F) + GdB(G)

arg(F x G) = arg(F) + arg(G)

e La bande passante est la bande de fréquence a l'intérieur de laquelle le signal de sortie a une
amplitude qui n’est pas négligée.

Deux approches expérimentales sont & considérer :
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Identification temporelle (1a sortie est enregistrée en fonction du temps) et identification fréquentielle
(on mesure le gain et le déphasage de la sortie par rapport a l'entrée en fonction de la pulsation

d’excitation).

Pour identification temporelle, deux cas sont & considérer : Identification en chaine ouverte (le
systéme n’est pas asservi) et identification en chaine fermeée (un régulateur asservit le systéme).

28 Identification temporelle

On envoie un signal d’entrée e(t) connu (impulsion de Dirac, échelon d’amplitude A ou rampe de
pente B) et on enregistre le signal de sortie s(t) a analyser par la suite.

()] e(t)]
A
~1
> t
(a) Impulsion de Dirac. (b) Echelon d’amplitude A. (c) Rampe de pente B.

FicURE 46 — Signaux d’entrée.

Dans la suite, nous allons étudier uniquement la réponse & un échelon.

28.1 Systéme du premier ordre

S K
La fonction de transfert est de la forme H(p) = Sp) = . La réponse a un échelon e(t) =
Elp) 14
A
A x u(t) — E(p) = — donne une sortie S(p) = ———— . Aprés décomposition en éléments simples
p p(1+7p)

et transformée de Laplace inverse, on obtient :

t
st)=KA|1-e T

On a alors les propriétés suivantes :

tso, ~ 37 ;

s(1) =063 x K A,

s(317) =095 x K A;

La courbe n’admet pas de point d’inflexion (variation de signe de la courbure) ;

L’asymptote en 0 (ou asymptote a 'origine) coupe I'asymptote en régime permanent en 7

En tout point P de la courbe d’abscisse ¢, la tangente & la courbe en ce point coupe 'asymptote
en régime permanent & ’abscisse ¢t + 7.
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T 't[s]
to to+ 71T 1 ti1+T

FiGURE 47 — Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 1, pour un gain K > 1.

28.2 Systéme du second ordre

Pour cette identification on peut distinguer les réponses pseudo-périodiques des apériodiques.

28.2.1 ¢ <1 : régime pseudo-périodique

S K
La fonction de transfert est de la forme H(p) = (p) = . La réponse a un échelon
By ﬁp + —p?
wo wg
KA

A
e(t) = A x u(t) — E(p) = — donne une sortie S(p) = % - .
wo (,uo

La sortie temporelle est obtenue par décomposition en éléments simples et transformée de Laplace
inverse. On obtient alors :

6—§w0t
J1-&

27
La pseudo-pulsation est w, = 7= wo/1 — £2 avec Ty, la pseudo-période observée sur la courbe

s(t)y=K A (1 - sin(wt + cp))

[ ]
n
temporelle;
—¢r

t1) — s(t — Dabsolu 72

e Le premier dépassement relatif est Dy = s(t) — s ) = —eV1—¢ ;
s(t — 00) KA

In(Dy)?

e Le coefficient d’amortissement est £ = ln(gg);j—ﬂg;
T, T

Le temps du premier pic s(t1) est t1 = — = ———;
(1) Y e
Le temps de réponse & 5% est défini par 'abaque du temps de réponse réduit.
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to t

o |
3 1 |
| |
X I |
o == |
‘S\? _ [ ! | S}
-~ f-—"—"—"*+t—-——+—-—+=F = I == -1
{t--—"—-—"—"+-——-—+t—-—+-+ F=-——-—F—=——=F =A==
[ e U A N 1 U M NN | R S Wy
| | | [ S I B | | | |
J-———4+-—t—t-Fttttr————F—— - d-I- ]
| [ R | [ R
1 | R | [ R
0,1 1 10
S

(a) Abaque du temps de réponse réduit.

28.2.2

La fonction de transfert est de la forme H(p) =

A
La réponse & un échelon e(t) = A x u(t) — E(p) = — donne une sortie S(p)
p

FiquRrRE 49 — Abaque pour un systéme du second ordre.

& > 1 : régime apériodique

-t [s]

Cours

1--—"—"—"t-=t-7

1--"—"—t-—-t-4-rt+tAttr-- - -
1-—"—"—"t-—t-t-rtattr----
Y

[
L e B ¢
[
[

il el o
! coh v
! ORI TN N

0,01
0,01

K

(b) Abaque des dépassements transitoires relatifs.

K

2
1+

1
_;'_72
2P

(1+Tip)(1 + Top)

KA

~ p(1+Tip)(1+ Top)’

La sortie temporelle est obtenue par décomposition en éléments simples et transformée de Laplace

inverse. On obtient alors :

T
st)=KA [1+-—"

T —T,°

* 1,
R
Ty —T)

Si 17 << T5, la constante de temps T5 est dite dominante.
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e La tangente au point d’inflexion I et son intersection avec I’axe des abscisses donne la constante
de temps T ;

e La tangente au point d’inflexion I et son intersection avec ’asymptote horizontale donne la
constante de temps 11 + 1o ;

e Le temps permettant d’arriver & 63% de la valeur finale vaut 177 + T ;

e On peut considérer qu’aprés 63% de la valeur finale, le systéme se comporte comme un premier
ordre de constante de temps 75, donc en tout point de la courbe d’abscisse t > tg39 , la tangente
a la courbe en ce point coupe "asymptote finale & ’abscisse ¢ + T5.

A

KA+
s(t)

0.63 x KA ~

A~

to to+1T1+ 13

|
| I

to + 11

FIGURE 50 — Réponse & un échelon A x u(t) d’un systéme d’ordre 2, pour £ > 1 et K > 1.

29 Identification fréquentielle

La méthode consiste & appliquer, pour une fréquence donnée, une entrée sinusoidale d’amplitude et

de phase connues (A et ¢1) et enregistrer le signal de sortie qui présente d’autres valeurs d’amplitude
A

et de phase (Ag et y2). En faisant varier la fréquence, le gain (Gqg = 201log;, <AQ)) et le déphasage
1

(Ap = po — 1) peuvent étre représenté dans le plan de Bode.
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29.1 Systéme du premier ordre

.............................
.
.
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Phase [°]
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FIGURE 51 - Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(p) = TS
p
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29.2 Systéme du second ordre, de classe une

—50

Gain [dB]

.
‘e
Te
-

e
-
e
— .
e
-
e
.
-

107! 100 10! 102 103 104
—90

--------
[T
.....
.
.
-
.
-

—112

—135

Phase [°]

—157
_180 .............................
101 100 10! 102 103 104

w [rad/s]

10
F1GURE 52 — Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(p) = —————.
p(1+0.1 x p)
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V2

29.3 Systéme du second ordre, de classe zéro - £ < >

50

S
.................................

Gain [dB]

—45

-90

Phase [°]

—135

—180 911 AR e AL
109 10! 102 103 104 10°

12

FIGURE 53 - Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(p) = 5% 0.02 1 :
- _- 2
<1+ 420 ><p+4202><p>
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29.4 Systéme du second ordre, de classe zéro - £ > 1

N
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FIGURE 54 — Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(p) = (

www.upsti.fr

f:;:’::.‘;u% ISMA Page 63 / 64 IO



CPGE MP - 521 Rappels sur les S.L.C.1 Cours

MODELISATION ET ETUDE DES SLCI

IDENTIFICATION TEMPORELLE ET FREQUENTIELLE
Identification temporelle
Le signal d’entrée pour l'identification temporelle est un échelon. On reléve les caractéristiques
suivantes en fonction de I'ordre du systéme étudié : - 1" ordre :

® {5y 3T

(1) =0.63x K A;
s(31) =095 x K A,
La courbe n’admet pas de point d’inflexion ;
L’asymptote a 'origine coupe 'asymptote en régime permanent en 7 ;
En tout point P de la courbe d’abscisse ¢, la tangente a la courbe en ce point coupe 'asymptote
en régime permanent a ’abscisse ¢ 4 7.

- 21 ordre pseudo-périodique :

2
L wn:%:WO\/1_£2;
n

&
o D _ 8(t1) — s(t — o0) 7D31’“b501u76 /1—¢2
b s(t — 00) - KA ’
In(Dq)?
°* (= 7(2” 35
In(D1)?+7
7r
.tlz

/1=

e Le temps de réponse 3 5% est défini par I’abaque du temps de réponse réduit.

ordre apériodique avec T7 << T5 :

e La tangente au point d’inflexion I et son intersection avec I’axe des abscisses donne la constante
de temps T ;

e La tangente au point d’inflexion I et son intersection avec ’asymptote horizontale donne la
constante de temps 71 + 15 ;

e Le temps permettant d’arriver & 63% de la valeur finale vaut 177 + 715 ;

e En tout point de la courbe d’abscisse t > tg39, , la tangente & la courbe en ce point coupe
I’asymptote finale & ’abscisse t + T5.

Identification fréquentielle
e Une constante (K) donne un gain constant a 20log;,(K) et une phase nulle;

1

e Une intégration (—) donne un gain dont la pente est de -20 dB/décade et une phase a —90°;
p

e Une dérivation (p) donne un gain dont la pente est de +20 dB/décade et une phase a +90°;
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