ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°06

Exercice 1 (***)

Soient a,b > 0.

1. Justifier I'existence pour z réel de

+00 o, —at _ o —bt

F(z) = / ——— cos(at) dt
0 t
2. Montrer que F est de classe ¢! sur R puis calculer F’.

3. En déduire une expression de F(z) pour z réel.

—at _ ,—bt
Corrigé : 1. On pose V(x,t) € X x 1 flz,t) = % cos(xt)
avec X =Ret [ =]0;+00[. Pour z € X, on a t — f(z,t) € €,m(I,R) par théorémes généraux
puis
1—at— (1—0bt)+o(t)

flat) = : cos(xt) = (a — b+ o(1)) cos(xt) —ra- b
—
. . 1
et par crolssances compareées flz,t) = o <_>
t—+o00 12

On en déduit lintégrabilité de ¢ — f(x,t) sur I et par conséquent

| La fonction F est bien définie sur R. |

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous I'intégrale.

e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,n(I,R) et intégrable d’aprés 'étide précédente.
ePourt€l,onaz— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

of

V(z,t) € X x1 %(:U, t) = (e —e ) sin(at)
af L o
ePourze X, onatr a—(x, t) € €pm (L, R) par théorémes généraux.
x
e Domination : On a
0
V(z,t) e X x 1 ‘a—f(x,t)’ <p(t) avec o(t) =e 9 +e
x

oo eal oMY 1 1
On a ¢ € €, (I,Ry) et ¢ intégrable sur I puisque / o(t) dt = [— - —] =—+ 5
0 0

a b a
Ainsi F e ¢ (R,R)
Soit = réel. Par dérivation sous 'intégrale, il vient
/ of T b —at]
F'(x) = i %(x,t) dt = /0 [e 7 — ¢ sin(xt) dt

+00 +00
Par convergence absolue de / e~ (O-D)t 4t et / e (@)t q¢ 1l vient
0 0

1



+00 ) ) 1 1
F'(z) =Im / [e= (i)t — g =(e=in)l] q¢ = Im ( — — ; )
0 b—irx a—ix

x x
b2 + 22 a2+ 22

Dot Ve e R F'(z)

3. Par intégration il vient

1. (b +a?
Ve e R F(x):—ln(—l‘)—l—a avec a€R
2 a? + 22
Pour déterminer lim F(x), on emploie une technique a la « Riemann-Lebesgue ». On pose
Tr—+00
e—at _ e—bt
vVt >0 o(t) = ;
sin(xt)

Les fonctions ¢ et t — sont de classe € sur I avec

sin(xt) sin(xt)

PO—— 0 0 et vl —— 500
o o A : L e too  sin(at)
Ainsi, d’apreés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales o(t) cos(xt)dt et o' (t) dt
0 0 z

sont de méme nature donc convergentes et on a

F@ﬂziéﬂx¢uﬁmﬂxﬂdt:[@@fﬁmﬁq;m——lljm¢%ﬂ$n@0d¢

T T

t(—ae ™ 4+ be7b) — e 4 o
t2

Par dérivation YVt >0 ' (t) =

dod S(t) = t*(a> = b*)/2+0(t)  a® =1 ; < 1 )

=0 t2 t—0 2

Ainsi, la fonction ¢’ est intégrable sur I et par inégalité triangulaire

/O+Oog0’(t) sin(zt) dt| < /O+<><> |/ (t)] dt

Par suite F(z) = —=

On en déduit a = 0 et finalement

1 b? 2
Ve e R F(z) = -1In (i>

Exercice 2 (***)

% Arctan (x tan(t))
tan(¢)

On pose Ve e R F(z) = / dt
0

1. Montrer que F est de classe 6! sur R.

2. En déduire une expression simple de F(z) pour x réel.

3. En déduire /2
0

fus
2 ™

m&@“=§m® et Almmﬁ»&:—gmm
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Arctan (x tan(t))
tan(t)

Corrigé : 1. On pose  V(z,t) € X x 1 flz,t) =
m .

avecX:RetI:] 0;5 [ On vérifie :

e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,n(l,R) avec

f(z,t) v et f(z,t) — 0

NE]

T
La fonction est prolongeable par continuité en 0 et 5 donc intégrable sur I.

e Pourt € I, on a x — f(x,t) € €' (X,R). Par dérivation, on trouve

of B 1
v eXxl @l =17 (2 tan(t))?
of
e Pourz € X,onatw— a—x(x,t) € Com(L,R).

e Domination : On a

V(z,t) e X x1 ‘%(x,t) < p(t) avee o(t) =1

La dominante ¢ est clairement continue par morceaux, intégrable sur I. Ainsi

F e ¢'(R,R)

2. La fonction F est clairement impaire. On restreint I'étude & x > 0. Par dérivation sous
I'intégrale, on trouve

2 dt
P Fl(z) =
Ve 20 () /o 1+ (ztan(t))?

Le changement de variable u = tan(t) donne

Ve >0 F'(z) = /+0<> du
- o (T4+u?)(1+ 22u?)

Par décomposition en éléments simples, pour x # 1, on obtient

1 +°°{ 1 x? } T 1
F/(2) = —— . du="
(@) 1—x2/0 1+w 14222 ' 2114a

et 1'égalité vaut aussi pour x = 1 puisque F est de classe € sur R donc F/ continue en 1. Par
intégration, on trouve

V>0  F(x)=F(0)+ /xF’(v) dv = %ln(l + )

gmu+@ siz >0
Ainsi VeeR  F(x)=

—gln(l—x) six <0

Remarque : Pour faire efficacement la décomposition en éléments simples, on peut considérer
1 v+1—-2*(v+1) 1

(14+v)(1+220) (1+ov)(1+220) 1— 22




et 'appliquer en v = u?.
[ d’ou

N

3. On a Arctan (tan(t)) =t pour ¢ € [0;

/Oﬁ at = F(1) = Z1n(2)

|: avec

Les fonctions ¢ — ¢ et ¢ — In(sin(¢)) sont de classe € sur [0,
tln(sin(t)) =tIn(t +o(t)) —> 0 et tln(sin(t)) — 0
t—0 t—3

N N

D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales /02 taxf(t) dt et /02 In(sin(t)) dt sont
de méme nature donc convergentes et on a
B s [T
/0 g = [ngein(t))§ - /0 In(sin(t)) dt
—0

s
™

/0 " n(sin(f)) dt = 2 n(2)

Ainsi

Exercice 3 (****)
+00 e—xt +00 SlIl(t)
2 F(z) = P— =
On pose Ve >0 (x) /0 e dt G(x) /0 p dt

1. Montrer que F et G sont définies, continues sur R,.
2. Montrer que F et G sont de classe €2 sur | 0;+00 [ et qu’elles sont toutes deux solutions

de I’équation
y'+y=

Tgin(t

3. En déduire la valeur de l'intégrale / ;
0

dt.
1. La continuité de F sur R, est traitée dans 'exercice 3 de la feuille 7. Soit x > 0

Corrigé :
On atw— et t — 1 — cos(t) de classe € avec
x
1— t 1— t
1 —cos(t) 0 et — cos(t) .0
T+t t—0 x+1 t—+00
+00 1 t +0o0 1 _ t
Ainsi, les intégrales / m dt et / &(2) d
0 T+t o (z+1)
sont de méme nature. La seconde converge puisque
1— t 1— t 1
cos(t) O1) et cos(t) _ <_)
(g; + t)2 t—>+00 t2

(x+1)2 t=0

Par conséquent, on a 1’égalité
/+°° sin(¢) & — [1 - COS(t):| e +/+°° 1-— cos(2t) &t
0 c+t 1y o Jo  (2+1)




Avec la domination
1 — cos(t) o 1 — cos(t)
(x+1)2 t2

on établit sans difficulté la continuité de la nouvelle écriture de G et on conclut

V(z,t) € Ry x]0;+00] 0<

’Les fonctions F et G sont définies, continues sur R+.‘

2. Une domination locale permet d’établir sans difficulté que F € €2(]0;+00[,R). Pour x > 0,
on obtient par changement de variable

+00 : +00 _: . +o0 : o
/ sin(t) d et / sin(u — x) du:/ cos(z) sinu — sin(x) cos(u) du
0 T T

x4+t U U

oo +00
Les intégrales A(z) = / T Qu et B(z) = / cos(w) du convergent (voir exercice 4,
u - u

question 2, feuille n°2). Agicnsi, par linéarité
Vo >0 G(z) = cos(x)A(x) — sin(x)B(x)

Les intégrandes des fonctions A et B sont continues et méme de classe €' donc A et B sont de
classe ¢! avec A’ et B’ de classe €' d'out A, B de classe 62 et par conséquent

Les fonctions F et G sont de classe €2 sur ] 0; <00 .

Par dérivation sous l'intégrale, il vient

+oot2€—xt +0o0 efxt +00o
Ve>0  F'(z)+F(x) :/ 1—dt—|—/0 ﬁdt:/o e " dt

o 1+t i
et avec Ve >0 Al(z) = _sin(z) et Bl(x)= _cos(a)
x T

on trouve finalement

1
Les fonctions F et G vérifient y” +y = — sur | 0; +00|.
T

3. La fonction F — G est donc solution de I’équation homogéne y” + y = 0 et par conséquent, il
existe a, b réels tels que F — G = acos +bsin. Or, on a (convergence assurée)

+00o
Vo >0 OgF(m)g/ e—xtdtzl
0 x
et G(z) = cos(x)A(x)sin(x)B(z) avec A(z) = o(l) et B(x) = o(l)
T—+00 T—>+00
Par suite F(z) — 0 et G(x) — 0

donc la fonction a cos +bsin admet une limite en +oo ce qui prouve a = b = 0. Ainsi, on a
Vo >0 F(z) = G(x)

Par continuité de F et G en 0, il vient

/Ww dt = G(0) = lim G(z) = lim F(z) = F(0) = /m dt

t z—0t z—0t 1+ 12

+00 L1 t
Et on conclut / sin(?) dt = T
0 t 2




Exercice 4 (***%¥)

Soit f € €°([0;1],R*). On pose

Vo >0 F(z) = /1f(t)”“ dt

Déterminer lim F(z): et lim F(z)=
z—0t r—+00

Corrigé : On pose  V(z,t) € X x1I  g(z,t) = f(t)* = exp[zln f(t)]

avec X =1=[0;1]. Montrons que F € €'([0;1],R).

e Pour tout x € X, la fonction ¢t — g(z,t) est intégrable sur I comme fonction continue sur un
segment.

e Pour tout ¢ € I, d’aprés les théorémes généraux, la fonction x +— g(z,t) est de classe € sur X.

0
e Soit © € X. La fonction t — a—g(x,t) = In f(t)exp [z 1n f(t)] est continue sur I d’apreés les
x

théorémes généraux.
e Domination : On a

dg

V(z,t) e X x1 %(x,t)' < p(t) avec o(t) = |In f(t)]exp |In f(1)|

La fonction ¢ est continue donc intégrable sur le segment I. Par régularité € sous I'intégrale,
on conclut

1
La fonction F est de classe € sur [0;1] et F'(x) = / In f(t)exp [x1n f(t)] dt pour z € [0;1].
0

Ensuite, pour x € ]0;1], il vient

F(z)/* = exp [ln F(ﬂf)} = exp {111 F(z) — lnF(O)}

xz—0
On voit donc apparaitre naturellement un taux d’accroissement dans I'expression a étudier. Par
conséquent, comme F est dérivable, il vient par continuité de la fonction exponentielle

oo SR o
On conclut F(z)/= — P [/01 In f(1) dt]

Avec f(t) < || fllss, on obtient sans difficulté F(2)"/* < || f|le. Soit € > 0. Par continuité de f,
sa borne supérieure sur le segment [0;1] est atteinte et par conséquent il existe un segment
[a;b] C[0;1] avec b > a tel que

vtela;b]  flle —e < f(2)
b b
Ton [ W=7 i< [r0rar< v
puis (b=a)"" (| flloc — &) < F(x)"/
Comme (b — a)'/* —— 1, il existe un seuil A > 0 tel que

Tr—r+00

Ve A (0=a) " (Ifllo —€) = [Iflleo — 2¢

6



d’ou Ve>0 3FA>0 | Vo> A I fllse — 26 < F(2)Y" < || flloo

Ainsi F(2)"* —— || f]lso

T—+00

Exercice 5 (***)
Soit P € C[X] non constant. On suppose que P n’admet pas de racine. On pose
tP’(re is)

P(rels)

V(r,t) e Ry x R 9, (t) =exp (/ ires ds)
0

B 1 2TrP/(Teis)
21 ), P(reis)

0. Justifier que 1), est bien définie, dérivable et déterminer ¢/ (¢) pour ¢ réel.

et Vr>0  F(r) re' ds

1. Soit r

Z
2. Soit r > 0. Déterminer une expression simple de ,.(t) pour t réel et en déduire que la
fonction F est a valeurs dans Z.

3. Justifier que F est continue sur [0; +oo [ puis déterminer lim F(r).
r—+00

4. Conclure en établissant le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Corrigé : 1. Comme P n’admet pas de racine, I'intégrande de 1), est bien définie, continue
comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. D’aprés le théoréeme
fondamental de I'analyse, la fonction v, est donc bien définie, dérivable avec

P'(re't) .
VieR '(t) = =——Zirely,(t
SR LD = i (1)

: d it : itp/ it

2. Soit r > 0. On observe T [P(re)] = ire'P'(re')

Ainsi, la fonction ¢ — P(re') est solution de 1’équation différentielle
! P,(reit) Sl
= Blreh) ire'tz =0

On en déduit ¢, € Vect (t — P(re')). Il en résulte en particulier que 1, est périodique d’ou
.(2m) = 1,(0) = 1. Ainsi, on a

Vr >0 exp (2itF(r)) =1

On conclut | La fonction F est a valeurs dans Z.|
P’ is )
3. On pose V(r,s) € [0;+00[ x [0;27] f(r,s) = —P((::is))rew

Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous l'intégrale.

e Pour r > 0, on a f(r,) € €pn([0;27],R).

e Pour s € [0;27], on a f(-,s) € €°(R,R).

e Domination : Soit @ > 0. I’ensemble [0;a] x [0; 27| est compact comme produit de compacts
et la fonction continue (7, s) — f(r,s) y atteint ses bornes ce qui fournit une domination. Ainsi,
la fonction F est continue sur [0;a] pour tout a > 0 et par conséquent

F e %°(0;+00],R)




n
Notons P = 3" a;,X* avec n entier non nul et a, # 0. Pour r > 0 et s réel, on trouve

k=0
P(re'®) = a,r"e™ +o(r") et reP'(re') = na,r"e™ + o(r")
r—+00 r—+00
P’ is )
d’ou VseR (re' )rels > n
P(?“els) r—+00

Montrons une domination en vue d’utiliser le théoréme de convergence dominée. On pose
V(r,s) € [0;+00[ x [0;27] A(r,s) = |f(r,s) —n|

Soit (r,s) € [0;+00[ x [0;27]. Par inégalité triangulaire, on trouve

n—1
> lag| (n — k)r*
k=0

n—1
S ap(k —n)rkeiks
k=0

A(r,s) = — ' < - )
Zakrkelks Zakrke‘ks
k=0 k=0
n—1 ) n—1
On remarque Saprfe®s | < S jag| = o(r™)
=0 =0 r—+00

Soit £ € ]0;1[. On dispose d’un seuil R > 0, indépendant de s puisque le membre de droite dans
I'inégalité ne dépend plus que de r, tel que

n—1
Vr >R S agprFei*s| L ela,|rm
k=0
n—1 .
Ainsi lanr™| — | Y- aprkes| > |a,|r™(1 —€)
k=0

Et par inégalité triangulaire

n n—1 n—1
Saprfe®s| = |a, " + Y aprFe®s| = {|a ) — | D aprFe®s| | > |a,| r(1 —€)
k=0 k=0 k=0
n—1
> lax| (n = k)r®
Il vient A(r, s) < B2 > 0

|an|r”(1 —5) r—+4o00

Ainsi, on dispose d’'un seuil R” > R, indépendant de s puisque le membre de droite dans I'inégalité
ne dépend plus que de r, tel que

Vr > R’ A(r,s) <1

Toujours par inégalité triangulaire, on obtient

V(r,s) € [R';+00 ] x [0;27] lfr,s)| < A(r,s)+n<n+1
1 27
Et par convergence dominée F(r) —— — | nds=n
r—+oo 27 Jq

4. On a établi précédemment que la fonction F est constante d’ou F(r) = n pour tout r > 0.
Or, on a clairement F(0) = 0 ce qui est contradictoire puisque n > 1. L’hypothése faite sur P
est donc fausse et on conclut avec le théoréme de d’Alembert-Gauss

Tout polynome non constant de C[X] admet une racine.




