ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°01

Exercice 1 (*)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

oo t 1 B +00
[ s fe e[
0 t o In(?) 0
[ ! o [
o ish(t) o VHI-0) | /0 tn(?)
sin(t) sin(t) ~ — > (. D’aprés le critére des équi-

12 t t=0t
D - . . . Lsin(t)
valents (licite, signe constant au voisinage de 0) et le critére de Riemann, I'intégrale / 7 dt
0

Corrigé : 1. Onat —

€ Cpm(]0;+00[,R) et

diverge et par conséquent

+00 L1 t
L’intégrale / % dt diverge.
0
1 1 1 1 \ . A
22.0nat— ———= € 6,n(|0;1],R) et ~ ~ —. D’aprés le critére des équiva-
tsh(t) tsh(t) =0 /{2 t=01

lents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on obtient que

L’intégral /1 dt di
intégrale | ———= diverge.
i 0 +/tsh(t) &

t—1 .
3. Onaf:twme‘fpm(]o;lhﬂ%) puis
t—1 ; t—1 t—1
—0 e ~ S
ln(t) t—0 ln(t) t=1t—1 t=1

La fonction est donc prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable en 0 et 1 (faussement
impropre). Ainsi

In(t)

1
L’intégrale / dt converge.
0

1
4.0 ity ——— € %,,(]0;1],R) pui
naf —— € G031, R) pui

=50 ¢ e las)

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable en 0 et 1. Ainsi

converge.

1
L’intégrale /
0

dt
NaE)

5.0na f:t— e~ (+1) ¢ Gpm(]0;+00 | puis



e

1

et = o(—)

t—0+ S~~~ t—+00 12
—0(1)

ei(t+%) ——0 et ef(t+%) = e~

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 (faussement impropre)
et intégrable en +oo par comparaison et critére de Riemann.

+00
L’intégrale / o~ (1) converge.
0

1 1 1
6. Onatw— () € €m(J]0;1[,R) et () fodame D’aprés le critére des équivalents (licite,

signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

_ bdar
L’intégrale —— diverge.
o In(?)

Exercice 2 (**)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
+0o0 1 15 . +00
1. / (1 — COS <—>> dt 3. Vi-1 dt 5. / dt
0 t o In(t) . tln(t)
dt oo oo 2t) — t
2. / 1. / In(1 —e~*) dt 6. / cos(20) — cos(t) o,
o cos(t) 0 0 12

1
Corrigé : 1. On a f:t+— 1— cos (;) € Gpm(]0;+00[,R) puis

l—cos<1> = O(1) et 1—cos(1> = O<l>
t/) t—0 t/) t—+oo 12

La fonction f est intégrable en 0 par comparaison et intégrable en +o0o par comparaison et critére

de Riemann. Ainsi
+00 1
L’intégrale / <1 — cos (¥>> dt converge.
0

[NIE]

m
2.0 it € Com [0;—[,R t
naf cos(t) pml 2 )e
11 1
cos(t)_sin<f_t) =54 _ T
2 2

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

Liintégrale |
intégrale /0 cos(1)

diverge.

Vi—1

3.0na f:t— N0

€ €m(]0;1[,R) puis

Jt—1 Jt—1 1t—1 1
—0 et ~ = y
In(t) =0 In(t) t=15t—1 t=1 5

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable en 0 et 1 et par conséquent




15/7
dt converge.

L’inté rale/ _—
& 0 ln(t)

4.0na f:t—In(l—e™) € €pn(]0;+00[,R) puis

In(1 —e™") = In(l—1+t+o(t)) =In(t(1+0(1)) =Int+In(1 +o(1)) =, 0 (%)

et In(l—e™) ~ —et = 0<1)

t—+00 t—+00 t2

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable en 0 et +oo et par conséquent

+00
L’intégrale / In(1 —e~") dt converge.
0

5. Pour x > e, on a

/:tlflit) = [In(In(®))l; = In(In(z)) —— +00

o v e de
Ainsi L’intégrale T diverge.

tn(t)

€ Cpm(]0;+00[,R) puis

cos(2t) — cos(t)
12
cos(2t) — cos(t) 3 cos(2t) — cos(t) 1
7 — et - O -
12 t—0 2 12 t—+00 t2
La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 et intégrable en +o0o par
comparaison et critére de Riemann. Ainsi

6.0naf:t—

00 005(2t) — cos(t
L’intégrale/ cos(2t) — cos(?)

2 dt converge.
0

Exercice 3 (*)

Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes :

" Jo  tin(t)? Sy 21 )i t(1+1n(t)?)

+00
Corrigé : 1. Avec le changement de variables u = In(¢), l'intégrale /

est de méme

t1n(t)2

+00
nature que / — qui converge et par conséquent
1 u

=1.

+00 dt +0o0 du
L’intégrale / converge et vaut / —
o tIn(t)? L u?

Variante : On peut observer

/ dt _[ 1} ot 1 0
tIn(t)2 L Int In(t) t—+oo



1 +00 +00
On en déduit que le crochet [——] est fini d’ou la convergence de / i qui vaut
In(t)], e t(In(2))?
1 +00
)=
In(t)

e

1 1 LY e, . .
2.0nat— 2 1€ Com([2;+00[,R) et T e O (t_2> d’ot1 'intégrabilité de la fonction.

Puis
oo dt T t4+1—(t—1 1 [t 1 1 1 t—1\]%
[ e sl v o) o5 (59)]
, t2—1 o 2L@+1)(t-1) 2/, t—1 t+1 2 t+1/1,

too In(3)

converge et vaut

Ainsi L’intégrale /

, 21

3. L’intégrande est continue par morceaux sur [1;+00[. On observe :
dt T
/m = [Arctan (ln(t))] et Arctan (hl(t)) m 5

On en déduit que le crochet [Arctan (In(¢))];* est fini et par suite

+0o0 dt
L’intégrale /1 IES™EE) converge et vaut [Arctan (In(2))];> = g

Remarque : On peut aussi procéder au changement de variables v = In(t).

Exercice 4 (**)

Loy
O Vn eN L, = dt
n pose n /0 i

1. Justifier que I,, est bien définie pour tout n entier.
2. Pour n entier non nul, déterminer une relation entre I,, et I,,_;.
3. En déduire une expression de I,, pour tout n entier.

Corrigé : 1. Soit n entier. On pose

m

1—t

Vie[0;1] falt) =

1
v1-—t

’Pour n entier, 'intégrale définissant I,, est convergente.‘

Ona f € %m([0;1],R) et f(t) = O ( > d’on l'intégrabilité de f sur [0;1[. Ainsi

2. Soit n entier non nul. Les fonctions ¢ — ¢" et t — —2+/1 — ¢ sont de classe € sur [0;1] et le

dt
v1-—t

1
crochet [—275"\/1 —t (1) est clairement fini. En intégrant par parties, les intégrales /
0

1
et / 2nt"~1y/1 — t dt sont de méme nature donc convergentes et on a
0

1 1
t" 1
dt = |=2t"V1 —t +2n/t"—1 1—tdt
[ == v e [ty
=0
1

—1
tl—x=d
0 v1-—t
4

=2n t = 2nl,_; — 2nl,



la derniére égalité ayant lieu par linéarité de l'intégrale car convergence. Ainsi

2n
Vn € N* L,=——I,_
" m+ 1"
3. Par récurrence, on trouve
VaeN Lo=I] ( ) t Ip=2
ne o \55g) ot b

En complétant le dénominateur par le produit des entiers pairs, il vient

n

n 2 H kQ
vneN I,=2]] (—<2k<2k) ) = o+ =L

Pl )(2k + 1) (2n+1)!
21 () 1)2
On conclut VYn € N I, = M
(2n + 1)!

Exercice 5 (**)

Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes :

+00 dt +00 1 t +00
1. / —— 2. / a( )2 dt 3. / sin(t)e " dt
o (1+¢) o 1+t 0
., 1 1 1 .
Corrigé : 1. Onat+— aree € Cm([0;+00[,R) et (FNDE LT 0] (t_4) Puis, on trouve

/+oo dt B /+<>01 + t2 _ t2 d&t
o I+ Jy  (1+2)?

+oo 1 t2 +o0o dt 1 +0o 2t2
= 2 7z | 4= 2 9 7 4
0 1+t (1+1¢?) o L1+t2 2), (1+1¢?)

par linéarité car convergence des intégrales concernées. Pour cette derniére, les fonctions t +— ¢

et t— — sont de classe € sur [0;+00 [ avec
1+1¢2
t
— —0 et — —0
1+12 t—=0 1+12 t5+0

Alinsi, en intégrant par parties, on obtient
+00 2t2 t +00 +00 dt T
———dt = |— + = —
o (1+12)2 1+t21, o 1+1t2 2

) . oo dt T
Finalement L’intégrale ———— converge et vaut —.
o (1+1t?)? 4

Variante : L’intégrande étant continue, on peut aussi utiliser le changement de variables t =
T
tan(u) = p(u) avec ¢ : } 0;§ [ — ]0;+00[,u + tanu bijective, de classe €' et strictement

croissante. Les intégrales

+00 g 1 2 g
/ _dt et / L tan(u)” du = / cos(u)? du
o (1+12)? o (1+tan(u)?)? 0

sont de méme nature donc convergentes et égales. Ainsi



oot B 1 2
/ 1+e2)2 /2 cos(u)? du = /2—+ C;S< v) du = Z
0 0 0
In(t)

14 t2

f@hgmmwgzOQ%) et ﬁﬁ;gzﬂ(é>

Ainsi, par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur |0;1] et [1;+00].

22.0na f:t—

€ €(]0;+00[,R) avec

Avec le changement de variables t = — (de classe ¢!, bijectif de ] 0;+o0o [ sur | 0;+o00 [ et stricte-
u
ment décroissant), les intégrales

+ool t +oo_1 d +ool
o 14t 0 14U 0o 14w
u?

sont de méme nature donc convergentes et égales. On en déduit

S ™ In(t)
L’intégrale dt converge et est nulle.
o 1+t

3.0na f:t—e 0@, ([0;+0][,C) avec

Fo=et = o)

+oo
Par comparaison et critére de Riemann, l'intégrale / e~ (=Dt 4t converge absolument et par
0

+00
conséquent / Tm e~ (=Dt d¢ converge absolument et on a
0

+00

+00 +00 ) e—(l—i)t 1
/ sin(t)e ' dt = Im / e~ (-Dt gt = Im [— T ] =Im
0 0

—1 1—-1
0

+00 1
Ainsi L’intégrale / sin(t)e ~* dt converge et vaut 5
0

Exercice 6 (**)

+00 l t
On pose Va >0 I(a) = / n(t) dt
0

1. Justifier que I(a) est bien définie pour tout a > 0.
2. Calculer I(1).
3. En déduire la valeur de I(a) pour tout a > 0.

In(t
Corrigé : 1. Soit a > 0. Notons f(t) = 2n—(|— 12 pourt > 0. On a f € €,,(]0;+00[,R) puis, par
a
1
croissances comparées, on obtient f(t) =, 0 <%> et
%
In(t
A7), D



t—+o00

]051] et [1;+00] d’ou

1
d'ou f(t) = o (—3> Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur
t2

, e In(t)
L’intégrale / 5 dt converge pour tout a > 0.
0 a?+t?

2. L’intégrande f est continue. Avec le changement ¢ = 1/u, les intégrales

+00 l +oo
/ n(t) dt et / I u du
o 1+t o 1+u?

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On en déduit

(1) =0

Variante : Le changement u = In(t) permet également de conclure avec I'intégrale d’une fonc-
tion impaire sur un domaine centré en zéro.

3. Soit a > 0. Avec le changement de variable t = au, les intégrales

% In(¢) °In(u) + In(a)
/0 dt et a/o ———F—du

a? + 2 a?(1 + u?)

+00 du
sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. L’intégrale / Toa =
0 U
T

[Arctan (u)];> = 5 converge et par linéarité de I'intégrale en cas de convergence, il vient

1 s
nwzahm+§m@
+00 1 1
On conclut Va > 0 / n(t) _ n(a)
o at+t? 2a
Exercice 7 (**)
+00
1. Calculer/ tdt .
o 1+t
+00 +oo 42
2. Etablir / d :/ f dt
o 1+t o 1+ttt

oo 2 4t
3. En déduire/
o 1+t

%
puis / V/tan(t) dt.
0
. . 9 . o0 dt e dt
Corrigé : 1. Par changement de variables avec u = ¢, les intégrales — et 2(—
0

o L1+t 1 +12)
dt Arctan (t)]™ ..
= = — d’ou la convergence et la valeur
1 +1?) 2 0

/“’O tdt w
o 14+ttt 4

1
2. Avec le changement de variables u = r on obtient I'égalité attendue par convergence des

+00
sont de méme nature et /
o 2

avec

intégrales concernées



/*00 dt /+°° t* dt
o 1+tr ), 14t

+00o dt +00 t2 +00 t
3.0 I= — = ——dt et J= —dt
th bose /0 1+t /0 TR /0 1+t

On a VEER 1= +12-22=E+t/2+ 1) -tvV2+1)

Alinsi, par linéarité car convergence, il vient

+00 42 2 1 +00 +o0 2
2I+\/§J=/ 2 +tV/2 + dt:/ dt 2/ ( dt 312
0 0 0

[ 2oty2+1 V2-12+1 4
. 1(31v2 72 ™2
Ainsi I1=2= _ —
2 4 4 4

Puis, on considére ¢ : ] [ — ]0;+00[,t — y/tan(t) application de classe €, strictement

s
0;—=

%
croissante, bijective de ] 0; 5 [ sur |0;+o00[. D’aprés le théoréme de changement de variables,

les intégrales

+00 2’21,2

b
/O\/tan(t)dt et /0 1+u4du

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On conclut

Too 42 2 3 72
dt = t tan(t) dt = ——
/0 T T © /0 \/tan(t) 5

Exercice 8 (**)

v 1
Montrer /Arctan (;) dt ~ In(z)
0

r—+00
1
Corrigé : On a f :]0;+00 [ — Arctan <¥> € €pm(]0;+00[,R) puis

1 1 1
Arctan <—> = O(1) et Arctan (¥> ~ ==20

Lz
t/) t—ot+ t—+o0

La fonction f est intégrable en 0 par comparaison (et méme faussement impropre) mais l'intégrale
+00o
t
/ 7 diverge d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et critére de Riemann.
1

Par intégration des relations de comparaison (& une fonction positive), on trouve

x 1 x
/ Arctan <—> dt ~ dt = In(x)
1 t r—+oo fy t

1
1
On a / Arctan <¥> dt = o(In(x)) puisque In(x) — +00 pour x — +00 et par conséquent
0

T 1 T
/ Arctan (%) dt :/ Arctan <%) dt+/ Arctan (%) dt = In(z) 4+ o(In(z))
0 0 1

v 1
On conclut /Arctan <¥> dt ~ In(z)
0

r—r+00

8



Exercice 9 (*)

Tth (¢)

.

Déterminer un équivalent simple pour x — +00 de /

th ()
t3

Corrigé : On a t — € Cm([1;+00[,R) et

thit) 1
13 to+oo 13

+0oo
. . th (¢
Par comparaison et critére de Riemann, 'intégrale / % dt converge absolument et par

intégration des relations de comparaison (& une fonction positive), on a

toth (¢ 1
Ainsi / ()dt ~ —

3 z—+o00 212




