ISM MP, Mathématiques

Année 2024/2025
Feuille d’exercices n°02

T dt
5 /0 V2 + cos(t)

Exercice 1 (**)
Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes

+00 1 1
1. / ln<1—|— 2) dt 2. / In(®)
0 t 0o (1—1)2
Corrigé : 1. Les fonctions ¢t — ¢ et t — In <1 + ) sont de classe €' sur |0;+00[. On a
t1 (1 1) 2t 1 tln(1+t*) — 0 et t1<+1> -
1 +t_2 - Il( )+ Il( + t—0 ¢ 1 2 t—>+oo¥ t—+o0
+0o0 +00
D’apres le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / In (1 + ) dt et / —
0 0
1+ ¢2 ’
1 1 +0o0o +0o0 dt
(1 L) = (1s )] e
/Onth2 n+0+01+t2
+00 1
Ainsi L’intégrale / In (1 + = B ) dt converge et vaut 7
2. Les fonctions ¢ +— 2 < ) et t — In(¢) sont de classe €* sur |0;1[. On a
<1+ +o(t 1) ln()—tln()(l—i—o(l))ﬁo
_>

1

2<\/1——t

In(t) t—1
et 2(1—+v1-— 2 ~ —2¢/1—t —>0
( )1/1_tt—>1 1/1_tt 1
1 1
In(t 1—v1—t
D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / n(t) - dt et 2————— dt
0 (1—2f)5 0 tv1—1t
_ 1—+1-— tdt
tv1l—t

7 N 9.
1
sont de méme nature. Avec le changement de variables u = /1 — t, les intégrales /
0

11 1
(1 —u)u du:/ 2du
01+u
1 1 1
—1>lnt] —4/ du
0 o 1+u

et/om
[0 (o

1—t):

qui converge clairement. Ainsi, on a

—41n(2).

In(¢
n(t) dt converge et vaut

1
L’intégrale /
0o (1—

t)2

On conclut



. . . . t
3. 1l s’agit d’une intégrale de fonction continue sur un segment! On pose u = tan <§> = t=
0

¢(u) = 2 Arctan (u) bijection de classe € strictement croissante de ] 0;+o0 [ sur } ;

)= cos(25) =eos(§) = (5) =17
COS = COS — = COS | — — Ssin | — = —
2 2 2 1+ w2

_ [t t A t 2u 2 du
et sin(t) =2sin| = Jcos| = ) =2cos| = | tan|= | = et dt=——
2 2 2 2 14 u? 1+ u?

o T dt oo 2 du
Les intégrales \/§+—(t) et 1 5
0 COS 0 —Uu
L) (Ve )
(1+u?) (V2+ T
gentes et par conséquent égales. Ainsi, en observant que (v/2 —1)(v/2 + 1) = 1, on trouve
du 2 1 =«

/” dt 2 /+°° « ™
0 V2+cos(t) V2—-1Jo (V24124+u> V2-1 V2412

trigonométrie, on a

sont de méme nature donc conver-

4 t
On conclut / d— =7
0

V2 4 cos(t)

Exercice 2 (**)

+00
1. Soit @ € C. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que / e dt
0

converge et préciser sa valeur en cas de convergence.
+00 +00
2. En déduire la convergence et la valeur de / sin(t)e ** dt et / cos(t)e " dt avec
0 0

x > 0.

Corrigé : 1. Soit a € C. Si a = 0, le résultat est immédiat avec la divergence de l'intégrale.
Supposons « # 0. Pour x > 0, on a

v 1
/ e dt =—[1 —e %]
0 a

Notons o = a + ib avec (a,b) € R% On a |e | = e~ pour tout ¢ réel. Si a < 0, alors

e”® — 3 yo0 et sia >0, alors e — 0. Supposons a = 0. Si e = e — ¢ alors
t—+oo t—+oo t—+o00

on trouve

VueR e WlHw) —g-ibug=itt o — fe=iv  ayec (] =1
t—+o0

ce qui implique e 7 = 1 pour tout u réel. Il s’ensuit que b = 0 ce qui est exclu puisque a # 0.
On en déduit que si a = 0, la fonction ¢ — e~ n’admet pas de limite. Ainsi, passant a la limite

dans le cas a > 0, on conclut

+0o0 +00 1
/ e~ dt converge <= Re a >0 et dans ce cas / e dt = —
0 0 o

+00
2. Soit > 0. On Re (x —i) = 2 > 0 d’ou la convergence de / e~ @Dt d¢ ainsi que celle de
0

+00 +00
/ Re e (@t q¢ et / Im e~ (@Dt q¢ et
0 0



+00 ) 1 .
/ o= f — _ T +1
0 T

—i x?2+1
+0o0 ) +0o0 +0o0o
Sachant / e~ (@t qt = / cos(t)e ™t dt + i/ sin(t)e ~* dt
0 0 0
+00 T +0o0o 1
On conclut / cos(t)e " dt = — et / sin(t)e ~** dt =
0 2 +1 0 x2 41

Exercice 3 (**)

+00
Pour x > 0, on pose O(z) = / e dt
x
1. Justifier que ® est bien définie sur R, puis déterminer un équivalent de ®(x) pour z — +o0.

+0o0
2. Etablir la convergence de / ®(x) dz et calculer cette intégrale.
0

1
Corrigé : 1. On pose f(t) = e~ pour t > 0. On a f € Gp([0;+00[,R) et ¢ ¥’ =0 <t—2>
—+00
par croissance comparées. Par comparaison et critére de Riemann, on conclut que
’La fonction ® est bien définie sur R+.‘
1
Soit > 0. Les fonctions t — —2te ™% et ¢ — —% sont de classe € sur | z; +00 [ avec
et e . et
2 o 2 o 2t t—too
Alinsi, en intégrant par parties, il vient
_t2 +00 +00 —t2 _.1,2 +00 —t2
e e e e
d(x) = |— — dt = — dt
(z) [ 2t L /x 2t2 2x /x 22
et
avec convergence de la nouvelle intégrale. On a 2 = 0 (e _t2> et donc, par intégration des

relations de comparaison, on obtient

+ooe7t2 too
_ —t _
/x i = o (/ e dt> = o(@)

e

Ainsi O(z) ~

z—+00 21

Variante : Avec le changement de variables u = #2, il vient pour x > 0

+00 9 +Ooe—u
T dt = d
/m ‘ / 2y/u "

x2+x e—u +00 e—u
uis ———du < ®(x) < / du
P /932 2Vl +x (@) +  2Vax?

¢’est-a-dire



et on conclut comme précédemment.

2. La fonction f est continue sur [0;+o0o [ et il en résulte que la fonction ® est de classe €' sur

[0;+00 [ avec ®'(z) = —e~ pour z > 0. Avec Péquivalent précédemment obtenu, on trouve
1
d(z) = o <—2) z®(x) — 0 et a2P(z) —— 0
T—400 x x—0 T—+00

+00
On en déduit la convergence de / ®(x) dz puis, en intégrant par parties,
0

+0o0 +00 ) efo +oo
/ ®(z) dz = [2®(x)];™ +/ re " dx = [— ]
0 — Jo 2

0

+00 1
On conclut L’intégrale / ®(x) dz converge et vaut 5
0

Exercice 4 (***)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1. /+Ooln(th(t))dt 3. /Wﬂdt

t

+ooeit +oo
2. / —dt 4. / cos(t?) dt
1t 0

Corrigé : 1. On pose Vt €]0; 00| f(t) = In(th(t))
On a f € €,n(]0; +00[,R) puis, comme th (t) v o(t), on a
—

Vitln(th () = VtIn(t) + VtIn(1 + o(1)) — 0

t—0

1 1
autrement dit f(¢) =0 <%) et par comparaison et critére de Riemann, l'intégrale / f(t)dt
—>
0

converge absolument. Ensuite, on a

2¢ 2
In(th (t)) ~ th(t)—1 et th(t)—1= —2e %

_ ~
t—+o00 14+ e 2 t—+00

1
On en déduit que In(th (¢)) . 0 (—) et par comparaison et critére de Riemann, la fonction

H:+c>o t2
[ est donc intégrable sur [1;+o00[. On conclut

+00
L’intégrale / In(th (¢)) dt converge.
0

: 1
2. Les fonctions t — —ie™ et t — n sont de classe €' sur [1;+00[. On a

eit ) it
— ——e' et — —0
t t—1 t t—+oo

D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales

+00 eit +00 ie it
/ —dt et / 5 dt
1t 1t

4




c L it
le! i

2| = d’ou la convergence absolue de la deuxiéme intégrale
d’aprés le critére de Riemann et on conclut

1

sont de méme nature. Or, on a

+oo it
L’intégrale / - dt converge.
1

> cos(t gin(t
Remarque : On en déduit en particulier la convergence des intégrales / t( )dt et / t( )dt
1

1
+00o it

qui sont respectivement partie réelle et imaginaire de / - dt.
1

+0o0 1 _
€ ¢(]0;+00[,R). Supposons / %@)
1
"% cos(t)

1 — cos(t)
t

3.0natw— dt convergente. D’apres le

résultat de la question précédente, I'intégrale /
1

dt converge. Par linéarité de I'intégrale

en cas de convergence, on a

+00 1 _ t oo t Teedt
/ &() dt+/ cos(t) dt :/ — convergente
1 t 1 t ot

ce qui est absurde. On conclut

+o0 1 - t
L’intégrale / %() dt diverge.
0

202t cos(t?)

dt
2t

+00
4. I’idée consiste a écrire / cos(t?) dt = /
0 0

1
Les fonctions ¢ — sin(t?) et t — o sont de classe €' sur |0;+00[. On a

in(#? t in (2
sin(¢?) ot . sin(t*) 0
2t t—02 t—0 2t t—+00

sin(t?)
22

+0o0 +0oo
D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / cos(t?) dt et —/ dt
0 0

sont de méme nature. Or, on a

in(t’ in(t 1
sin(#?) 1 et sin(t*) -0 <_>
12 t—0 12 t—+00 12

+00o
On conclut L’intégrale / cos(t?) dt.
0

Remarque : Cette intégrale s’appelle intégrale de Fresnel.

Exercice 5 (Intégrales de Bertrand ***)

dt

+0o0
Etudier, en fonction des réels o et /3, la nature de I'intégrale / W
e @ n

Corrigé : L’intégrande f est continu par morceaux sur [e ;+oo[. Supposons a = 1. Avec le

+00 dt +00
changement de variables u = In(t), les intégrales / et / — sont de méme nature
o t(Int)s . uf

et par critére de Riemann, il s’ensuit



dt
t1n(t)?

+0o0
Si o = 1, 'intégrale / converge si et seulement si § > 1.
e

Supposons o > 1 et soit v € | 1;a[. On a
1
e f(t) >

- toe— ln(t)5 t—too

clairement si 8 > 0 et par croissances comparées si f < 0. Ainsi, on a

7 o(7)
J— — 0 J—
toIn(t)B t—+oo  \ 7
Par comparaison et critére de Riemann, il s’ensuit que f est intégrable sur [e ;+o00[. Supposons

a<1. 0Ona
tl_a
tf(t) - 1n(t>5 t—+00

clairement si 8 < 0 et par croissances comparées si f > 0. Autrement dit, on a

EN0)

t t—+o0

+00

+0o0 +0o0
t .. . . .. .
Comme / " diverge, alors par comparaison de fonctions positives, 'intégrale / f(t) dt
1 e

diverge. On conclut

+o0 dt
L’intégrale / ———— converge si a > 1 et diverge si v < 1.
e tIn(t)?

Exercice 6 (***)

Déterminer la nature des intégrales

/Omsil/(;) dt et /Om In (1 + SH\}?) dt

1
Corrigé : Les fonctions ¢t — — et t — 1 — cos(t) sont de classe € sur |0;+00[. On a

Vit

puis commenter.

1 —cos(t) tVt 0 ot 1 — cos(t) 0
\/Z t=0 2 t=0 © \/7_5 t—+00
+00 L3 t 1 +o0 1 o t
Par intégration par parties, les intégrales / il dt et —= / ﬂ dt sont de méme
0oVt 2 Jo t\t

nature. On a

1 — cos(t) Vit
—— ~ — —0
Wt =0 2 =0

11 — cos(t)

0 t\t

est donc convergente car faussement impropre. Puis

1 —cos(t) o (L)
t\/% t—+00 £3/2

L’intégrale



"1 — cos(t
Par critére de Riemann, 'intégrale / —() dt converge (absolument) et on en déduit la

1 tVt

1 — cos(t) .
convergence de — = et par conséquent
0 tVt
Lintégral / St gy
intégrale —— dt converge.
o Vi
w2
Avec le développement limité usuel In(1 + u) = U5 + o(u?), il vient
u—

In <1 + w) - w Y f(t) avec f(t) = _sin(t)Q o <Sin(t)2>

NS 2t t
+0o0 t 2
Déterminons la nature de / smi ) d¢. Soit n entier. On a
0
"Tsin(t)? ) (k1) sm(t)2 "sin(u)?
; Z ; Z du
0 kr k=0Jo U+ km

™ n 1
> (/ sin(u)? du) H, avec H,=)> —
0 =1k

1
Or, la série & termes positifs dite harmonique Y  — diverge d’apreés le critére de Riemann et par
n}ln

n—oo

+00 sin(t 2
divergence de / ! IE )
0

. . sin(¢
conséquent H, —— +00. On en déduit par comparaison que / i ) dt +00 d’ou la
0 n—0o0

d¢. On a

) ~ - sin(t)?

t—+o00 2t

<0

ce qui garantit que f est de signe constant négatif pour ¢ assez grand et rend licite 'usage du cri-
+oo

+00 : t
tere des équivalents. On en déduit la divergence de f(t)dt. Silintégrale / In (1 + 51\11/(5 >> dt
0 0

convergeait, on aurait par linéarité de I'intégrale que

/0+Oo {ln <1 T Sif\l/(;)) - Siil/(?] dt = 0+oof(t) dt est convergente

ce qui est faux. On en déduit

oo sin(t)
L’intégrale / In (1 + ) dt diverge.
0 \/E

On a In (1 + Sif/?) o~ Sil\l/(;)

et pourtant les intégrales de ces fonctions ne sont pas de méme nature. Il n’y a pas de contra-
diction. Le critére des équivalents donne une méme nature pour des intégrales de fonctions
équivalentes positives ou plus généralement de signe constant (en considérant leurs opposées
pour se ramener au cas positif). Dans le cas présent, les fonctions ne sont pas de signe constant
ce qui explique le phénoméne observé.




Exercice 7 (***)

1. Soit f € €°(R,R,) telle que f admet une limite finie en +0o et a > 0. Montrer que
+00
'intégrale / [f(t+a) — f(t)] dt converge.
0

+oo
2. Déterminer / [Arctan (¢ + 1) — Arctan (¢)] dt.
0

Corrigé : 1. Soit z > 0. Par changement de variables puis relation de Chasles, il vient

/:[f(Ha | dt = / F(t) dt — /f
:/ft dt+/ f(t) dt+/aﬂf(t)dt—/0$f(t)dt
/Ox[f(t—l—a ] dt = / F(t)dt — /f

Soit € > 0. Notons ¢ = lim f(t). Il existe A > 0 tel que

t—+o00

vVt > A |f(t) — £ <

/xmf(t) dt — al| = /:H (1) = dt' g/:ﬂ|f(t)_g‘ i<

ISE O

Ainsi Ve > A

et par conséquent

Vo > A / [f(t+a)— f(1)] dt—a€+/f(t)dt'<a
0 0
+0o0 a
D’ou L’intégrale / [f(t+ a) — f(t)] dt converge et vaut al — / f(t)de
0 0
2. On applique le résultat précédent avec Arctan (t) = g On trouve
—+00
+00 1 2
/ [Arctan (t + 1) — Arctan (t)] dt = % + HT
0
Exercice 8 (***)
0 Vre]-1:1] F()—/W de
n pose x ; x) = N —y

Justifier que F est bien définie sur | —1; 1 puis déterminer une expression simple de F(z) pour
€]-1;1].

Corrigé : L’intégrale définissant F est I'intégrale d’une fonction continue sur le segment [0; 7|

ce qui prouve que F(z) existe pour z € | —1;1[. On effectue le changement de variable u =
t . .

tan 5) Soit ¢ :]0;+00[ —]0;7 [, u — 2 Arctan u fonction de classe €, bijective, strictement

croissante. On obtient par convergence et donc égalité des intégrales concernées

/” dt _/+°° 2 du
o L+xcos(t) Jo 1+ax+(1—x)u?




Pui /*00 2 du 2 { =z, ( /—1—33)]*“’ m

uis = rctan | u = —
o l+z+(1—-2)u? 1—-zlVituz 1+z/1, V1— a2

7T

Vi

Ainsi Vee]—1;1] F(x) =

Exercice 9 (***)

" cos(t) — cos(2t)
t

dt

1. Justifier I'existence de = /
0

% cos(t)

2. Montrer que /

£

dt —O> I puis en déduire la valeur de 1.
E—r

1
Corrigé : 1. Les fonction ¢ — sin(t) — sin(2t)/2 et ¢ — . sont de classe € sur | 0; +00 [ avec

sin(t) — sin(2t)/2 _t—t4 o(t) —o(1) 0 ot sin(t) — sin(2t)/2 _0 (1) 0
t t t—0 t t t—+00
Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales
/+oo cos(t) — cos(2t) d&t et /*oo _ sin(t) —sin(2t)/2 &
0 0

t 12

sont de méme nature. Or, on a
in(t) —sin(2t)/2 ¢t —t+ o(t?
sin(t) —sin(20)/2 _t=t+ol) _
$2 2 =0 $2
sin(t) — sin(2t)/2
12
[1;+00[ (comparaison et critére de Riemann). Ainsi

sin(t) — sin(2t)/2 _0 < 1 >

2

On en déduit I'intégrabilité de ¢ — sur |0;1] (faussement impropre) et sur

oo t) — 2t
L’intégrale / cos(#) — cos( )dt converge.

0 t

+00 _
9 On a / cos(t) — cos(2t) a4t 1

t e—0

T cos(t T cos(2t
En intégrant par parties, on établit la convergence des intégrales / t( ) dt et / i ) dt.
g g

Ainsi, par linéarité de I'intégrale (car convergence), on a pour € > 0
/*OO cos(t) — cos(2t) df — /+oo cos(t) & /“’O cos(2t) &
15 t 15 t 15 t
Avec le changement de variable u = 2t dans la deuxiéme intégrale, on obtient
/*OO cos(t) — cos(2t) df — /*Oo cos(t) & /*OO cos(u) du — /25 cos(t) &t
5 13 € 13 2 u € 13

Avec l'inégalité des accroissements finis, on a

VteR |cos(t) — 1] < |t

£

d’ou Vt >0 1 —t<cos(t) <1

Ainsi, aprés intégration, on a pour € > 0



261 _ 2e 2e
/ 1 tdt /cost(t)dtg/%

2e
t
Par encadrement / mdt—>1112
- t e—0
oo t) — 2t
Ainsi / cos(?) tcos( ) dt = ()
0

Exercice 10 (***)

Soit f € €°(]0;1],R) décroissante positive. On pose
12 k
VneN+  S,=- (—)
n e nkglf "

Montrer que f est intégrable sur |0;1] si et seulement si (S,,), converge et dans ce cas
1

S, —— [ f(t)dt
n—oo 0
Corrigé : Supposons f intégrable sur |0;1]. Soit n entier non nul. Par décroissance de f, on a

E+1
n

Vke[l;n—1] / ft)dt < % = /f

/if(t)dtgsn—$</o_nf(t)dt

Faisant tendre n — +00, il vient par encadrement
1

S, —— [ f(t)dt

n—oo 0

3=

Par sommation, on trouve

Supposons f non intégrable. Comme f est positive, on en déduit que / f(t) dt — o0 par

théoréme de limite monotone appliqué a la fonction décroissante x +— / f(t) dt. D’aprés la

minoration précédemment établie (qui ne requiert pas 'intégrabilité sur |0;1]), on a

Vn > 1 Sn>—+/f(t)dt
n 1

Par comparaison, il s’ensuit que S,, —— +00. On conclut
n—0o0

La fonction f est intégrable sur | 0;1] si et seulement si (S,), converge
1

et dans ce cas S,, — / f(t) de.
n—oo 0

10



