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Devoir en temps libre n°1

Problème I

Soit x ∈ ] 1 ; +∞ [. On cherche à calculer l'intégrale de Poisson

J(x) =

∫ π

0

ln(1− 2x cos(t) + x2) dt

1. Véri�er que J(x) est bien dé�nie.

2. Établir l'égalité
n−1

Π
k=0

Ä
x− e− ikπ

n

ä
=

x− 1

x+ 1

2n−1

Π
k=n

Ä
x− e

ikπ
n

ä
3. Montrer
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4. En déduire J(x) = lim

n→+∞

π
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ln
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5. Conclure.

Problème II

1. Montrer que
∫ +∞

0

sin(t)2

t2
dt converge.

2. Montrer la convergence de
∫ +∞

0

sin(t)

t
dt et établir l'égalité∫ +∞

0
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t2
dt =
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dt

3. Soit n ∈ N. On pose

In =

∫ π
2

0

sin(nt)2

t2
dt, An =

∫ π
2

0

sin(nt)2

sin(t)2
dt, Bn =

∫ π
2

0

sin(nt)2

tan(t)2
dt

(a) Justi�er la convergence des intégrales dé�nissant In,An et Bn et montrer

Bn ⩽ In ⩽ An

(b) Calculer An +An+2 − 2An+1 puis An − Bn.
(c) En déduire des expressions de An et Bn en fonction de n.

(d) Montrer que
In
n

−−−→
n→∞

∫ +∞

0

sin(t)2

t2
dt

et préciser la valeur de cette intégrale.
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Problème III

Pour α réel, on pose ∀t ⩾ 1 fα(t) =
sin(t)

tα

Discuter en fonction de α de la convergence et de la convergence absolue de
∫ +∞

1

fα(t) dt.
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