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Dans ce qui suit, K désigne le corps R ou C.

I Rappels sur les séries numériques

1 Généralités

Définition 1. Pour (u,), € KY, la série Y u, (ou > u,) est la suite des sommes partielles
n=0

(Sn)n avec S, = > uy pour n entier. Si (S,), converge, la série converge et la limite de (Sy)n

n

k=0

+00o
est la somme de la série notée Y u,. Sinon, la série diverge. Le reste d’une série convergente
n=0
+0o0o +00
noté R, = > wur =S — S, est une suite de limite nulle (avec S = Y u,).
k=n+1 n=0

Remarque : Pour une suite définie a partir de ng, on adapte ce qui précéde.

Vocabulaire : Deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes deux convergentes ou

toutes deux divergentes. On peut remarquer que les séries Y u, et »_ u, sont de méme nature.
nz=no

Proposition 1 (Condition nécessaire de convergence). Si Y u, converge, alors u, —
n—oo
0.

Démonstration. On a u, = S,, — S,—1 —— 0. ]

n—0o0

Remarque : Le résultat ne se transpose pas au cadre des intégrales généralisées. . .

Vocabulaire : Si u,, —/— 0, on dit que > u,, diverge grossiérement.

n—o0

Théoréme 1. L’ensemble des séries a valeurs dans K convergentes est un K-ev et on a la
linéarité du symbole 3.

Démonstration. En considérant les sommes partielles puis passage a la limite. ]

2 Séries géométriques et téléscopiques

Théoréme 2 (Convergence d’une série géométrique). Soit o € K. On a [’équivalence
doam converge <= |a| <1

1
1l —«

+00
Pour |a| < 1, on a dYoat =
n=0

Démonstration. Si |a| > 1, alors |a|® > 1 pour tout n entier d’ou la divergence grossiére. Si
1 —ant!
la] <1,ona8s, =——eta"! —— 0. O
11—« n—00

Remarque : La série des restes > R,, d’une série géométrique » a™ convergente est une série
convergence. On a
n+1 +00 1 too
: a
puis Y R,=-—->a"" = —0%
n=0 1— [0 7, (1 — O[)

«Q
11—«

+00 +00
R,= > af=amy ok =
k=n+1 k=0
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Proposition 2. Soit > v, une série téléscopique avec v, = Uyy1 — Uy,. La série Y v, converge
si et seulement si la suite (uy,), converge et dans ce cas

+00
v, = lim wu, —ug
n=0 n—+o0o
n n
Démonstration. On a > vg = Y. [ugs1 — U] = Uny1 — up et le résultat suit. O

k=0 k=0

Exemples célébres : 1. Il existe une constante v dite d’Euler telle que

n

>, 7 —In(n) —

2. Convergence de la suite (—) —~ ) en considérant son logarithme (équivalent de de Moivre
e n!

n

avant celui de Stirling).

3 Séries a termes positifs

Proposition 3. Soit (u,), € RY. On a

> u, converge <= (S,), majorée

Démonstration. Théoréme de la limite monotone appliqué a (S, ),. O

Théoréme 3. Soient (up)n, (Vn), dans RY.
1. On suppose 0 < u, < v, pour n entier. Si Y v, converge, alors » u, converge;

2. Siu, ~ vy, les séries > u, et Y v, ont méme nature.
n—-+0oo

Démonstration. 1. Conséquence de la proposition précédente.

2. On a u, = wyu, pour n entier avec w, —— 1. On dispose d'un seuil N entier tel que
n—0o0

1 3
5 < w, < 5 pour n > N et on applique le 1. O]

Corollaire 1. Soient (u,)n, (vn)n dans RY avec u, = O(v,). Si > v, converge, alors > u,
converge et si Y _u, diverge, alors > v, diverge.

Démonstration. Conséquence du théoréme précédent et sa contraposée. O

Proposition 4. Soient (u,)n, (Vn), dans RY. Siu, ~ v, et v, > 0 pour n assez grand, alors
n—+00

on a u, = 0 pour n assez grand.

Démonstration. On a u, = v,w, pour n entier avec w, — 1. Par conséquent, on dispose
n—oo

1
d’un seuil N entier tel que w,, > 3 et v, > 0 pour n > N. Le résultat suit. ]

Proposition 5. Soient (un)n, (Un)n et (wy), dans RY telles que u, < v, < w, pour tout n
entier. Si > w, et > u, convergent, alors » v, converge.

Démonstration. On a 0 < v, —u, < w,—u, et lasérie > (w, —u,) converge d’ott la convergence
de > (v, — u,) par comparaison de séries & termes positifs. Par linéarité, la série > (v, — u, +
Up) = Y U, CONVErge. O
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4 Convergence absolue

Théoréme 4. Soit (u,), € KN, Si S u, converge absolument, i.e. Y. |u,| converge, alors > u,,
converge et on a l'inégalité triangulaire généralisée

+00 +00
> Un| < D [unl
n=0 n=0

Démonstration. Pour (u,), a valeurs réelles, on a — |u,| < u, < |u,| et on invoque le résultat
de la proposition [5| puis pour (u,), & valeurs complexes, on décompose u,, = Re u, +ilm w,
pour n entier. On s’appuie sur les inégalités suivantes :

et VzeC 0<|Rez| <|z| et 0<|Im 2| <z

On conclut avec le théoreme |3l L’inégalité généralisée s’obtient par passage a la limite sur
I'inégalité classique. O

Théoréme 5. Soient (u,), € KV, (v,) € RY telles que u, = O(v,) et > v, converge. Alors
> u, converge absolument.

Démonstration. Conséquence du théoréme ]

Corollaire 2. Soient (u,)n, (Vn)n dans KN. Si > v, converge absolument et siu, = O(v,)
n—+oo

ou o(vy,) ou S Uns alors > u, converge absolument.

Démonstration. Conséquence du théoréme précédent. O

’Théoréme 6. L’ensemble des séries absolument convergentes est un K-ewv.

Démonstration. Conséquence de I'inégalité triangulaire. O

I Compléments sur les séries numériques

1 Critére de d’Alembert

Théoréme 7 (Critére de d’Alembert).
Un+1

Soit > u, une série a termes non nuls telle que — £ avec £ € R, U {+00}.

n

1. Sil > 1, alors Y u, diverge grossiérement.

2. Sil <1, alors Y u, converge absolument.

3. Si =1, on ne peut rien dire.

Démonstration. e Si { > 1, comme |“2| — ¢ il existe N € N tel que
u
vn 2 N n+1 2 1
U7L
d’ott Vn > N [Unt1]| = |un| = Jux| >0

Par suite, la série > u,, diverge grossiérement.
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OSi€<1,onpose(5:1—€>0.Alorsonaqzﬁ—l—g<1.Comme "Zﬁ — £, il existe N € N
tel que
Un+1 k)
Uy,
n—1 u
Ainsi V=N Ju,| = I |22 x Jun] < ¢ N Jun| = O(¢")
k=N | Ug

La série Y ¢™ converge comme série géométrique convergente et par comparaison, la série > u,
converge absolument.

1
e Si ¢ =1, la convergence et la divergence sont possibles : >~ — et > —- On peut obtenir leur
n}ln n21n
nature par des arguments élémentaires :

1 < 1
n2 = n(n—1)

et on conclut par téléscopage. O

1 1
Vn > 2 In{l+—-)<— et
n n

n
Exemples : Nature de la série ) ——. La mise en ceuvre du critére de d’Alembert est plus

simple que le recours a ’équivalent de Stirling.

2 Séries alternées

Définition 2. Une série réelle ) u, est dite alternée si la suite ((—1)"u,), est de signe
constant.

Remarque : Si > u, est alternée, alors soit w, = (—1)"|u,| pour tout n € N, soit u, =
(—=1)"! |u,| pour tout n € N.

Théoréme 8 (Théoréme des séries alternées). Soit > u, une série alternée telle que la
suite (|uy|), décroit et tend vers zéro. Alors > u, converge. De plus, sa somme est du signe de
ug et comprise entre deux sommes partielles consécutives

Démonstration. Supposons u, = (—1)"e, avec &, = |u,| (sinon, il suffit de considérer —u,).
n n

On pose S, = Y up = > (—1)*e;. Pour n € N, on a
k=0 k=0

S2(n+1) — Son = Ugpya + Usny1 = €2(n+1) — €2n+1 <0

et Sonts — Sont1 = Uzn43 + Uznt2 = —E2n43 + E2nt2 = 0

Autrement dit, la suite extraite (So,) est décroissante et la suite extraite (Sa,41) est croissante.
De plus, on a Sont1 — Sop = Ugpi1 — 0

Par conséquent, les suites (Sa,) et (Sa,41) sont adjacentes. Ainsi, il existe S € R telle que

lim Sgn = S et lim Sgn+1 = S
n—+0oo n—+0oo

Comme les indices pairs et impairs forment une partition de N, alors la suite (S,), converge
vers la méme limite S :

‘Sn — S’ < maX(‘SQLn/gJ — S| , }SQLVL/2J+1 — S’) = 0(1)
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D’apres le théoréme sur les suites adjacentes, on sait également
Vn e N 0<S)=¢61—60<S2m41 <SSy, <Sp=¢p

D’ou S est du signe de uy. ]

Remarque : Si la série alternée est définie a partir du rang nog, le signe de la somme de " u,
n=ng
est du signe de u,, puisqu’on a

2 un = signe(uo) > 2(=1)" [Ensnl

nzng

_ n
Exemple : ) ( est une série alternée vérifiant le critére des séries alternées. Ainsi, la série

- (1" o

n=>1 n

converge.

FIGURE 1 — Tracé de la suite (S,),

Calculons sa somme. On a
n (_1)k n 1 1 /-1 11 m
Snzz( kl) —Z(—l)k/tk_ldt——/ (Z(_t)k> dt——/l ( t) dt
0 0 0

=1 =1 k=0 I+t
1
_t n
Notons A,, = / (=)
o T+t

dt. Par inégalité triangulaire, il vient

1 _\n 1
yAnygf i dtg/t"dt:o(l)
0 0

1+1¢
oo (—1)" Loat
P it = lim S, =—| — =—In(2
ar suite nZ::l - lim Tt n(2)

On verra ultérieurement d’autres procédés pour obtenir ce résultat.

Théoréme 9 (Reste d’une série alternée). Soit > u,, une série alternée vérifiant les hypo-
theses du critére des séries alternées. Alors R,, est du signe de u,1 et |Ry| < |uni1| pour tout
n € N.

Démonstration. On applique le théoréme spécial des séries alternées a la série définissant R,

a savoir Y wy. Par suite, R, est du signe du premier terme w,; et compris entre les deux
k>n+1
sommes partielles wu, 1 €t U, 1 + Upio. S1 Upyr; = 0, 0n 8 0 < Upyy + Upso < Ry < upyg et si

Upt1 < 0,0n a upy <Ry < upyg + upao < 0. En observant

[Unt1 + Una| = [Unt1] = [tn 2]
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il vient 0 < |tpt1]| — |tnge] <Rl < Jung]

+00

Application : Calcul approché de S = > u,, a une précision donnée.

1y

Exemple : Pour > , on sait que

n>1
1
S = Su| = Ral < ——
n+1
Donc, pour € > 0 fixé, si on a +1<5, alors on aura |S — S, | < . On choisit n avec
n
1 1
e <= —-—-1<n<=n= |-
n+1 € €

3 Techniques de comparaison série-intégrale [a savoir refaire]

Tous les résultats qui suivent doivent étre redémontrés avant utilisation. Si la fonction f consi-
dérée est définie sur [ng;+oo[ au lieu de [0;+00 ], si la fonction f est croissante au lieu de
décroissante, on adapte les résultats.

Proposition 6. Soit f € €,,(R.,R) avec f décroissante. On a

Vn € N /f ’éf /f

et Vn € N /Onﬂf(t) dt < if(k) < f(0) +/0 f(t)de

k=0

Démonstration. Par décroissance de f, on a

VEeN  Vtelk;k+1] ft) < f(k)

et Vk € N* Vie[k—1;k] flk=1)< f(t)
Apreés intégration, on obtient
k+1 k
Vk e N ft)dt < f(k) et VekeN*  f(k)< f(t)dt
k k—1

Le premier encadrement suit par sommation pour k € [1; n] et relation de Chasles. Puis, en
sommant la premiére inégalité pour k € [0; n] et la seconde pour k € [1; n] avec n entier,
on obtient le deuxiéme encadrement par relation de Chasles. O

+00

Théoréme 10. Soit f € €,,(R:,R}) avec f décroissante. Alors > f(n) et f(t) dt sont

0
de méme nature.

+00

Démonstration. On note S, = > f(k) pour n entier. Si I'intégrale f(t)dt converge, alors la
= 0

n +0o0
suite </ f(t) dt) est majorée d’ott la convergence de la série > f(n). Sil'intégrale f(t)dt
0

n 0
T

diverge, alors f(t) dt —— +o0 puisqu’il s’agit d’une fonction croissante non majorée
0 T—r+00

B. Landelle 7 ISM MP




n—o0

n+1
d’aprés le théoréme de limite monotone. En particulier, on a / f(t) dt —— +oo d’ou
0

Sn — +00Q. ]

n—oo

Exemple : Nature de > ———.
xemple : Nature de 3 r o)
Quelle stratégie 7 pas d’équivalent plus simple.

1 < 1 1 S 1
S =
nln(n) "~ n nln(n) = n(n—1)

Comparaison : On a

Le théoréme de comparaison ne donne rien. La minoration vient de I'inégalité de concavité

Inz <z —1 pour x > 0. La série >

1 .
— = > [ — —| est convergente comme série
san(n—1) 555 n

n—1
télescopique.
Le théoréme de comparaison série/intégrale régle la question. La fonction [2;+00[ — Rt —

+00
est décroissante (inverse de fonction croissante) positive et / est divergente.
2

1 t
tIn(t) tIn(t)

Ya

RS

FIGURE 2 — Tracé de t — ; et n — ———
tIn(t) nlin(n)

Corollaire 3 (Théoréme sur les séries de Riemann). Soit « réel. On a l’équivalence

1
> — converge <= a>1
n}lna

Démonstration. Si a < 0, la série diverge grossiérement. Si o > 0, on applique le théoréme

de comparaison série/intégrale avec [1;+00[ — Rt — — qui est décroissante positive et on

conclut d’aprés le critére de Rieman pour les intégrales généralisées. [

Remarque : Par négation de I'équivalence précédente, on a

1 .
> — diverge <— a <1
n}lna
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Application : Construction d’une fonction continue positive non bornée dont l'intégrale est
convergente.

Smt f affine par morceaux avec f(t) = 0 pour Yp
€ [0;2 — £] et pour tout n > 2f(n) =n, af—

ﬁnesur [n— 13 ,n} et [n,n+ } et f(t)

pour t € [n—i— “i(n+1)—

Avec f ainsi définie, on a

T lz]|+1 1
o< [rwar< s 2
0 n=2 T

+00

d’on la convergence de f(t) dt bien que f
0 > T

=

soit non bornée.

xr
La fonction x +— / f(t)dt constitue également un exemple de fonction de classe ¢, croissante,

0
convergente dont la dérivée n’admet pas de limite.

05+

03+

0.2

0.0
0

FIGURE 3 — Tracé de x — / f@)de
0

Proposition 7. Soit f € €,m(R.,R,), f décroissante. On note S,, la somme partielle d’indice
n de la série Y f(n) et R,, son reste d’ordre n en cas de convergence.
+oo

1. S f(t) dt converge, alors
0

+00o +00

FOdt <R, < [ f(t)dt

n+1 n

+00 n
2. Si f(t) dt diverge, alors S, ~ / ft)dt.
0

0 n—+oo
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k
Démonstration. 1. On a Vi > 1 ft)dt < f(k) < f(t)dt
k k-1

On somme pour k € [n+ 1; N] et on obtient

it <R = 3 Sk /f

n+1 k=n+1

On fait ensuite tendre N — +00 (tous les termes convergent).
n +00

2. On a / f(t) dt — +o0 puisque f(t) dt diverge et la fonction f admet une limite finie
0 0
en +oo (limite monotone). Ainsi

/ f(t) /f dt+fn+1n+oo/f

et I’équivalent attendu vient par encadrement. O

Remarque : L’encadrement du reste ne permet pas a coup str d’obtenir un équivalent. Par
exemple, avec f(t) = e, on obtient e =™+ < R, < e~ qui ne permet pas de conclure. Le
calcul direct donne

+00 N e—(n+1)
Vn € N R, = =
" k:ngle l—e™!
Exemples : 1. O s Lo [ o In(n)
xemples : 1. On a 27 . n—>+oo n(n
5 0 /*oodt < P | < /*“’dt N T 1 1
.0On a — — — — o~ =
n+1 t2 = k=n+1 k2 D n t2 k=n+1 k2 n—+oo 1

3. On peut appliquer les mémes techniques si f croit. Par exemple, avec f(t) = v/t pour ¢t > 0
il vient
k+1

k
VE > 1 Vidt < VE < Vit dt

k—1 k

Puis Vn e N /\/—dt Z\/_ / Vidt = Z\/— gn\/ﬁ

7L*>+OO

Remarque : On peut obtenir ce résultat plus naivement avec une utilisation de somme de
Riemann :

Vi =i zf 2/

n—+0oo

n—o0 fo f dt

4 Sommation des relations de comparaison

Dans cette section, la suite (v,), est supposée positive mais les résultats valent aussi pour une
suite négative (en considérant (—uvy,)s,).
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Théoréme 11. Soit > u, une série numérique et Y v, une série a termes positifs convergente.

+00 +00
1. Siu, = o(vy,), alors Y u, converge absolument et > up = o ( > vk> ;
k=n+1 k=n+1

+00o +00
2. Siu, = O(vy,), alors Y u, converge absolument et » . upy =0 > v ];
k=n+1 k=n+1
+00 +00
3. 8t wy ~ vy, alors Y u, converge absolument et > ux ~ Y. V.
k=n+1 "7 k=nt1

Démonstration. Dans tous les cas, on a u,, = O(v,) d’ou la convergence absolue de > u,,.
1. Soit € > 0. Il existe N entier tel que

Vk >N lug| < evg

Par inégalité triangulaire et comparaison, il vient pour n > N

+00 +00 +00
Yooup| < Y fuk| <e Y0 o
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1
ce qui est le résultat attendu.
2. La preuve est similaire.
3. On applique le résultat du 1. avec u,, — v, = o(v,). O

Remarque : Le résultat vaut encore si (v,), est positive seulement a partir d’un certain rang
(en adaptant la preuve).

+00 1 +00 1 1

Exemple : On a —_— ~ — o~ —
k=nt1 k2 + 1 n—+o0 k—=nt1 k2 n—s+oom

Théoréme 12. Soit Y u, une série numérique et y v, une série & termes positifs divergente.

1. Siuy, = o(vy,), alors > u, = o (ka> ;
k=0

k=0

2. Siu, = O(vy,), alors Y up = O (ka) ;
k=0

k=0

n n
3. St uy ~ vy, alors D ur o~ > vg.

k=0 n—+oo k=0

Démonstration. 1. Soit € > 0. Il existe N entier tel que

Vk 2 N |uk| < EVE
Pour n > N, il vient
n N-1 n N—-1 n
Soug <D uk|+ D0 Juk] <D uk|+ed] vk
k=0 k=0 k=N k=0 F=N

n

Comme Y vy — +00 en tant que somme partielle d’une série a termes positifs divergente,
k‘:N n—oo

N-1 n
il existe P > N tel que | > ug| < &> v, pour n > P, d’otl
k=0 k=N
n n n
Vn > P dug| < 28> v < 28> v
k=0 k=N k=0
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Le résultat suit.
2. La preuve est similaire.
3. On utilise ensuite le résultat du 1. avec u,, — v, = o(v,).

]

Remarque : Le résultat vaut encore si (v,), est positive seulement & partir d’un certain rang
(en adaptant la preuve).
n n+1
Exemples : 1. On a \/n ~ / Vt dt puisque vn — 1 < / Vtdt < /n et par suite
n—+oo n—1 n

n

" 2
1 n—+oo J 3

k= n—+0oo
60
L]
/,.
: : : o
-
' /’.
,:,
BO Lo BT TEAN
el
»
-8
o
]
oL T T
: RS
»
.e
ps
i .8
200 : : : .S
&
o
10} : Y
4
ot
0 ‘.sﬁf ;
0 5 10 15 20

n 2
FIGURE 4 — Tracé des suites <Z \/E) et <§n\/ﬁ)
k=1 n n

n+1 n+1
2.0n a / In(t)dt ~ In(n) puisque In(n) < / In(¢) dt < In(n + 1) et par suite

n——+oo

n n+1
In(n!) = 1;1 In(k) n—:\loo/l In(t) dt n_;oonln(n)

On peut bien sir obtenir ce résultat avec I'équivalent de Stirling mais c’est plus savant.

Corollaire 4 (Lemme de Césaro). Soit (u,), suite réelle ou complexe admettant une limite
0 (éventuellement infinie dans le cas réel). On a

1 n
Ejuk 4

7l+_1k 0 n—o00

Démonstration. Supposons ¢ finie. On a u, — ¢ = o(1) d’ou par sommation de relations de
comparaison, la série Y 1 étant positive et grossiérement divergente

n n

>0k — £ :0<Zl) =o(n+1)
= k=0

k=0
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et par conséquent

1 n
B o)
Supposons (uy,), réelle et ¢ = +oo (preuve identique pour -o0). On a 1 = o(u,) d’ou par
sommation de relations de comparaison, la suite (u,,), étant positive & partir d’un certain rang
et la série > u,, grossiérement divergente
n

kz::ol =0 <§:Ouk>
1

autrement dit

n
> Uk

+00
n-+1 =0 n—00
UJ
. . o . C
Régle : Soit (uy,), une suite réelle. Si u,, ~
n—+oo NB

— avec C réel non nul et S > 0, alors on peut
appliquer la régle suivante : on cherche «a réel tel que (ug 1= Uff)n admette une limite finie /¢

non nulle. Si un tel « existe, il est strictement négatif et le théoréme de Césaro donne

lnil [ug, ) —ug] = ! [ud —us] —— ¢
ni= k+1 k n n 0 300
) 11
d ou U/TL ~ ga na
n—+oo
Exemple : Soit (u,,), définie par ug > 0 et u,; = uye . Déterminons un équivalent de w,
pour n — +oo. Sans difficulté, on trouve u, —— 0 et u,, > 0 pour tout n entier. Puis, pour «
n—oo
réel, on a
« a 0 [f—0Un ~ a+1
up, —us = un e 1] o~ —auy
On choisit alors o = —1. Ainsi
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FIGURE 5 — Tracé des suites (u,),-; et | —
n=1
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