ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°09

Exercice 1 (**%*)

1
Soit (uy,), la suite définie par uy > 0 et u,11 = Sy pour n entier.
Unp,
Montrer u, —— ¢ avec £ un réel a préciser puis déterminer la nature de la série Y (u, — {).
n—oo
1
Corrigé : Posons f(x) = 712 pour z > 0. On a f(z) > 0 pour z > 0 d’ott u, > 0 pour tout
x
n entier par récurrence immeédiate. Par dérivation, on trouve
1 1
Ve >0 ") = ———— —  Sup |f(z)| < -

Ainsi, d’aprés 'inégalité des accroissements finis, la fonction f est k-contractante avec k € | 0;1].
On a

Vx>0 f@)=2 <= 22 +20=1+= (2 +1-V2)(z+1+V2)=0 <= 2=v2-1
Par récurrence, on obtient

Vn e N

un—(\/i—l)‘gk”

u— (V2 - 1)

On conclut Up ——> V2 —1 et > (un —V2+ 1) converge absolument.

n—oo

Exercice 2 (***)

| (=l
Déterminer la nature de la série ) ~———=—.
n=1 \/ﬁ
n (—1)LvE]

Corrigé : Posons S, = > ———

pour n entier. Pour p entier non nul, on pose U, = S,2_;.

On a

(p+1)2—1(_1)L\/EJ B (P2 -1(—1)P B (_1)p(p+1 2-1 4

Vp € N* Upt1 — U, = —t = = —
P pe k:zp? Vi k:Zp? vk k=p2 Vk

Par monotonie, on trouve

(p+1)*-1 4 (p+1)?-1 1 2p + 1

Vp € N* —_— > = 5
k:zp2 vk k=p2 (p+1)2 p+1 poteo

Ainsi, la série téléscopique Y [U,y1 — Uy diverge grossiérement d’ou la divergence de la suite

p=1
(Up)p=1 c’est-a-dire de la suite (S,2_1),>1 extraite de la suite des sommes partielles. On conclut
La série 3° (—-1)Lv7] 4
a série > ~———— diverge.
n>1 \/ﬁ
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FIGURE 1 — Tracé de la suite (Sy), -,

Remarque : Soit p entier non nul. On a

(p+1)2-1 1
v, = |Upy1 — Uy| = —
D ’ p+1 p‘ k:ZpQ \/E

Par comparaison série/intégrale, on trouve

(P+1)* ¢ (p+1)?=1 g4
— <, < _
Lowsvsl, v

d’ou 2<vp<2<\/p2—|—2p—\/p2—1):2p<\/l+%—\/1—1%)

2
Avec le développement usuel 1 +u =1+ g — % + O(u?), on obtient

3 5p) 0 (5) =50 ()

g 1———1 e — —(1-=)+0(=)=-+0(=

\/jL \/ p? poroo +p 2p? 2p? " p? p+ p?
. 1
Et par conséquent v, = 2—1—0(—2)
p—+00 P

=
&

|

)
M=
—
L
N—

=
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M=
@)
A~
ml =
~_

Il s’ensuit é [U ptl — } = i(_l)

p=1 p=1 p=1

Ceci prouve que la suite (Up),>1 est bornée. Enfin, les ensembles ([p®; (p +1)* — 1]),., forment
une partition de N*. Pour n entier non nul, il existe un unique p entier non nul tel que n €
[p?; (p+1)2 —1]. Ainsi

Sp=U ()Z\/—

Cette écriture prouve la monotonie de S, pour n € [p?; (p + 1) — 1] et donc S, prend des
valeurs entre U, et U,;;. On en déduit que la suite des sommes partielles (S,,),>1 est bornée.



Exercice 3 (***%*)

n

Soit (a,), une suite réelle non nulle. On pose S,, = > a; pour n entier. On suppose
k=1
anS, — 1

n—oo

1

Montrer a, ~ ——
n—+00 3371

Corrigé : La suite (S,,), est croissante positive donc admet une limite ¢ € ]0;+00 [ U {+o0}.

Supposons que cette limite soit finie. On aurait alors a,, —— — d’ou la divergence grossiére de
n—oo

la série > a2 ce qui contredit 'hypothése sur (S,,),. On en déduit que S,, — +c0 et a, — 0.

n—oo n—oo
Pour n entier non nul, on a

S2—S3 | =(S, =S, 1)(S2+S,S,1+S% ) =0a%(S2+S,S, 1 +52_,)

On remarque UnSn_1 = (S, —a2) = a,S, + a3 —— 1
n—oo
Il s’ensuit S-S, ——3
n—oo

et d’aprés le lemme de Césaro
3

Np=1 n n—oo

On conclut an, ~
3
n—+00 3n

Remarque : Comment peut-on avoir 'idée de considérer S> — S? | pour n entier non nul?

Comme a,S,, —— 1, chercher un équivalent de a, pour n — +oo équivaut a chercher un
n—0o0

équivalent de S,, pour n — +00. On va donc chercher a isoler a,, ou S,, mais d’aprés la définition
de S, il semble plus réaliste d’envisager d’isoler S,,. On remarque

282 = (S, — S, 1)S2 =S% — S, 2 — 1

n—o0

Cette derniére expression est « proche » d’une forme téléscopique ce qui améne naturellement
N c 1z 3 3 . 9. 3 N 2 . ) 2

a considérer S; — S>_; qui permet d’isoler S; aprés télescopage et permet aussi d’espérer un
comportement adapté au lemme de Césaro et ¢’est exactement ce qui a lieu.

Exercice 4 (****)
Soit f € €1([0;+00[,]0;+00]) telle que
f'()

f((l,’) T—r+00

-0

Montrer que la série > f(n) converge et donner un équivalent du reste d’ordre n lorsque n — +oc.

Corrigé : Il existe a > 0 tel que ‘;lé§; —1 pour z > a. Ainsi, pour z > a, on a
“f@) f(z)
[ a=n(fg) <60



d’otl Vn > a 0< f(n) < fla)e ™™ =0(e™)

et par comparaison a une série géométrique convergente, on conclut

La série Y f(n) converge.
f'(x)
()

V>N  Vk>0 /M+1 f;((f)) dt = In <%) < —ck
n+1

ce qui équivaut a Vn >N fln+k+1) < f(n+1)e

Soit ¢ > 0. Il existe A > 0 tel que

< —c pour x > A. Ainsi, avec N = |A], il vient

—C

e
1 —e—c¢

+00 +00
Parsuite Vn >N = R, =Y f(n+k+1)< f(n+1)> e *=f(n+1)
k=1 k=1

Comme e ¢ — 0 11 S7GHSUit
J
c—+00

Ve>0 INeN VYneN n>=N = O0<R,1<ef(n+1)

ce qui signifie Rot1 =o(f(n+1)
Or, on a Vn e N R,=f(n+1)+ Ry
On conclut R, ~ f(n)

n—-+0oo

Exercice 5 (***%*)

Nature de la série > sm(\/ﬁ)‘
n>1 \/ﬁ

Corrigé : L’idée est de considérer des suites extraites de sorte que les valeurs de sin/n soient

1
concentrées au dessus de —. On pose

V2

Vn € N o, = L(an—i—%)zJ et 0, = {(21177—1—?%)1

Ainsi, pour n entier, on a en particulier

3
\/ozn—|—1>2n7r—|—g et \/Bn<2n7r—|—z7r

3m\? 2
et Bn — ap = <2n7r+z7r> —1—<2n7r+%) > 2nm? + o(n)

Par suite, on obtient pour n entier

% sin(vV/k) oL % L 1 2n7 +o(n) m
k=an+1 Vk g \/§k:an+1\//8_n ~ V2 2nm +o(n) nooo (/2

n sin(VE :
Notant S, = > sm(\/_)’ si la série M convergeait, on aurait S,, —— S avec S réel et

= Vk 1 Vn n—00

par conséquent

b sin(VE)
=353, —Sa, — 0
k:azn+1 \/E Bn n—o00



ce qui n’a pas lieu. On conclut

La série > sin(vn)
n=1 \/ﬁ

Remarque : La fonction \/ croit lentement. Ainsi, on peut trouver suffisamment de points

diverge.

0 0
répartis entre 2nm+ — et 2nm+ —, c¢’est-a-dire suffisamment de points dont le sinus est « grand »

pour que leur somme contredise la convergence.

Exercice 6 (****)

& (-}
Déterminer la nature de la série de terme général >

k=n+1 \/E
- N e , o . " o :
Corrigé : La série ) est alternée et vérifie le critére des séries alternée puisque la suite
n>1 n

1
<—> décroit et tend vers zéro. Son reste R,, d’ordre n est donc bien défini. On sait aussi
n=>1

vn

que R, est du signe de

(_1)n+1
donc la série > R, est alternée et on a |R,| < d’ott

1
NS Vint1

R, —— 0. Il reste & établir la décroissance de la suite (|R,|), pour invoquer le théoréme des

n—oo
séries alternées. Un changement d’indice donne
+00 (_1)k+n+1 +00 (_1)k
Vn e N R,=Y =2 = (1)1 2
k:;()\/k‘+n+1 =) kgox/k:+n+1
R = 5
d’ou Vn e N R, =) ———
k—ovVk+n+1
Ainsi, pour n entier, par linéarité du symbole somme en cas de convergence
+00 1 1
Roi1| — |Rs| = —1)k —
Rl =Rl = 2, U | e ™ Ve e
1
Soit n entier. D’aprés le théoréeme des accroissements finis appliqué & v — ———— sur

vn+1l+u

Jkik+ 1], il existe ay, € | k3 k+ 1] tel que
1 1 1

\/k—l—n+2_\/k+n+1_ 2(n+1‘|‘04n,k)

ol

1 1 1
CVEtn+l VEEn+2 241+ an)

On pose V(n, k) € N? Enk

M9

Clairement Vn € N Eny — 0
k—+o0

Pour n et k entiers, comme «,,; < k+ 1 < ay 541, on en déduit que la suite (Enk)k décroit et
par conséquent, la série définissant

+00

Ral = [Rusal = 32 (=1)*enp

k=0
vérifie elle aussi le théoréme des séries alternées. Le signe de sa somme est donc celui de son
premier terme & savoir positif ce qui prouve



On conclut

Vn e N ]

Rn| 2 ‘Rn-i-ll

+00
La série >, >

k=n+1

(=1

k

Vk

converge.




