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Devoir en temps libre n°3

Problème I

Soit (un)n une suite de réels non nuls. On note

∀n ∈ N Pn =
n∏

k=0

uk

On dit que le produit in�ni
∏

un converge si la suite (Pn)n admet une limite �nie non nulle.

1. Montrer que si
∏

un converge, alors un −−−→
n→∞

1.

2. On suppose que (un)n est une suite de réels positifs. Montrer∏
(1 + un) converge ⇐⇒

∑
un converge

3. On suppose que (un)n est une suite à valeurs dans [ 0 ; 1 [. Montrer∏
(1− un) converge ⇐⇒

∑
un converge

Problème II

On pose ∀n ∈ N Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k

1. Justi�er que pour n entier, le reste Rn d'ordre n est bien dé�ni.

2. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série
∑

Rn.

Problème III

On pose ∀n ∈ N∗ un =
(−1)n√

n

n∑
k=1

1

k
et vn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n)

1. Justi�er l'existence d'une constante γ réelle telle que

n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + o(1)

2. En considérant la série téléscopique
∑
n⩾2

[vn − vn−1], établir

vn = γ +O

Å
1

n

ã
3. En déduire la nature de la série

∑
n⩾1

un.
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